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Aufgabe 1:

a) Bestimmen Sie die Losung u(z,t) der folgenden Anfangswertaufgabe

—1
< uz:u reR,t>0,
t+1 t+1

u(z,0) = 1+4¢€" r €R.

U +

b) Losen Sie die folgende Randwertaufgabe fiir einen Kreisring

Au(z,y) = 0, r,y€ R, 1<a2?2+194%<16,
u(z,y) = 0, 2 +yt=1,
u(r,y) = x*—y?, ? +y* =16.

Geben Sie die Losung auch in kartesischen Koordinaten an.

Hinweis: cos(2¢) = cos?(¢) — sin*(¢) .

Losung:
a)
dx x du  u—1
—_— = — — = 1 Punkt
@il @t ie1 o 1 Punk]
du dt
= —— = Inju—1=h{t+1)+k = u=1+C(t+1) [1 Punkt]
u—1 t+1
dx dt
—:H—l:>ln|x\:ln(t—|—1)+m:>:c:D(t+1) [1 Punkt]
x
u—1 T
C=f(D) = = —
/(D) t+1 f<t+1)

Anfangswerte liefern :
u(z,0) = 14 f(z) = 14+ e” = u(z,t) = L+ (t+ 1)er1 .
[2 Punkte]

b) Allgemeiner Ansatz bei Ringen

u(r, @) = co+ doln(r) + Z (crr™® + dpr®) (ay, cos(k¢) + by sin(ke))

oo
k=1

Wegen u(1,¢) =0 folgt cpar = —drar und cpby = —diby fiir £ > 0 und

co = 0. Also

u(r, ¢) = doIn(r)+ Z dpay, (¥ —17F) cos(ko) + dyby (r* —r~F) sin(ke)) [1 Punkt]

k=1
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Die Randwerte liefern :

u(4,0) = 16 (cos2(6) — sin(9)
= 16 cos(2¢) = dyIn(4) + Z )(dray cos(ko) + dibysin(ke))
p

Also brdy, =0 fir alle k. agdy =0 fir k£ # 2 und dyp = 0. [1 Punkt]

16
(42 — 4_2)0,2d2 =16 <— a,gdg = [1 Punkt]
16 — 6
162 9 g
u(r, ¢) = m(r —1r77) cos(20) [1 Punkt]

[1 Punkt]



Differentialgleichungen II, SoSe 2011, 23.08.2011 (Oberle) 3

Aufgabe 2:

Gegeben ist die folgende Anfangsrandwertaufgabe fir v = u(x,t):

Uy — Mty = et (1—%) ze(0,3),t>0,
u(z,0) = 1+ 2sin(mx) x €0,3],

w(z,0) = % z € (0,3), (1)
u(0,t) = e t >0,

u(3,t) =1 t>0.

a) Zeigen Sie, dass die Homogenisierung der Randdaten gemif3

zur folgenden Anfangsrandwertaufgabe fiir v fiihrt:

Uy — vz = 0
v(z,0) = 2sin(mz)
ve(z,0) = 1

v(0,t) =

0
v(3,t) =0

z€(0,3),t>0,

z € 0,3,

z € (0,3), (2)
t>0,

b) Losen Sie die Anfangsrandwertaufgabe (2) aus Teil a) und geben Sie die
Losung der Anfangsrandwertaufgabe (1) an.

Losungsskizze: (4+6 Punkte)

a) Mit v=u—e"— %(1 —eh)
—t z —t z
u=v;—e H(1— g), Uy = vy +e7H(1 — 5), Ve = Uge. |1 Punkt]
Neue DGL:
vy +e (1 — %) — 4, = et (1 — %) <— vy —4v,, =0. [1 Punkt]

Neue Anfangs- und Randwerte:

o_%

v(x,0) = u(z,0) —e 3

v(2,0) = u(z,0) + € — T =

3
v(0,t) = v(3,t) = 0.

(1—¢% = 1+ 2sin(rx) — 1 = 2sin(rz),

[1 Punkt]
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b) Die allgemeine Losung des Problems ist:

o0

v(x,t) = (Ag cos(ckwt) + By sin(ckwt)) - sin(kwx) w= ? :
k=1
mit ¢ =2, w = %. [1 Punkt]
Fiir die Koeffizienten gilt nach Vorlesung:
2 [ k
A= = / 2 sin(7x) sin (ﬂ) dx, [1 Punkt]
3 Jo 3
2) 3
By =— sin ki dx. [1 Punkt]
2km Jo 3
Die Koeffizienten A, konnen direkt abgelesen werden
Az =2, A, =0 Vk# 3. [1 Punkt]
Fir Bj erhélt man:
) 3
By, = % sin(%x)d:p = _kirz (cos(km) —1). [2 Punkte]
Damit gilt:
- 2k k
v(z,t) = 2cos (27t) sin(ﬁx)+; k;237r2 (1—(—=1)") sin (%t)sin (?ﬂx) .
[1 Punkt]

Die Losung des urspriinglichen Problems lautet dann

u(z,t) =v(z,t) +e 't + %(1 —e ).



