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Aufgabe 1:

Gegeben ist die folgende Anfangswertaufgabe fir v = u(x,t):
U+ ud-u, =0 teRY, z €R,
u(z,0) = Jz reR.
a) Bestimmen Sie die Losung der Anfangswertaufgabe mit Hilfe der Charak-
teristikenmethode.
b) Sind die Charakteristiken Geraden? Begriinden Sie bitte Ihre Antwort.
c) Skizzieren Sie die Charakteristiken durch die Punkte (x¢,0) mit
Ty = —1, O, 8.

Losung zu 1:

a) Erweitertes Problem  U; + 43U, +0-U, = 0 ergibt:

% = 5, Z_;L =0 — [1 Punkt]
u= C, [1 Punkt]
dr = C3dt
—2(t) = C°t+ D
— D =ux—u’. [1 Punkt]
D= f(C) = z —u’t = f(u). [1 Punkt]

Anfangswerte liefern :

2(0) = flu(z,0)) = f(/2(0) = f(y) =y’ [1 Punkt]

1

r—u't = f(u) = u® = = u*(1+t) = u(z,t) = ( ° ) . [1 Punkt]

141

b) Auf den Charakteristiken gilt

d
d_/l: =0 — u ist also konstant. Auflerdem gilt
dx 3 . dx .
i — also ist — konsant entlang der Charakteristik. D.h.
die Steigung der Charakteristiken ist konstant. Es handelt sich um Geraden.
[2 Punkte]
c) Die Charakteristiken durch die Punkte (z(,0) mit zy = —1, 0,8 sind

Geraden mit den Steigungen (dz/dt) -1,0 und 8.
SKIZZE: [2 Punkte]
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Aufgabe 2:

Gegeben ist die folgende Anfangsrandwertaufgabe fir v = u(x,t):

U — 2y = —2ze % + sin(27x) ze€(0,2),t>0,
u(w,0) = 143 +3sin(372) z€0,2], (1)
u(0,t) = 1, u(2,t) = 2e, t>0.

a) Zeigen Sie, dass die Homogenisierung der Randwerte auf folgendes Problem
fiir eine geeignet definierte Funktion v fiihrt:

vy — 20, = sin(27x), x € (0,2),t>0,
v(x,0) = 3sin(37z), z € [0,2], (2)
v(0,t) = v(2,t) = 0, t>0.

b) Losen Sie die Anfangsrandwertaufgabe (2) aus Teil a).
Losungsskizze:

a) Homogenisierung:

v(z,t) = u(z,t) —1— 3(26’2"/ —1)=u(z,t) =1 —xe ? + g .
oder

u(x,t) = v(z,t) + 1+ ze 2 — % : [1 Punkt]

Dann gilt:

w = v — 2xe” 2, Uy = Uy [1 Punkt]

Neue DGL:

vy — 2xe 2 — 2y, = —2xe”? +sin(2mx) < Uy — Uy, = sin(27x)

Anfangswerte:

u(z,0) = v(x,O)—H—i—er—g = 1+g—|—3 sin(37z) <= | v(x,0) = 3sin(37z)

Randwerte : v(0,t) = v(2,t) =0 [1 Punkt]

b) Wir zerlegen die Aufgabe in zwei Teile:

Die homogene Dgl. mit den vorgegebenen Anfangs— und Randdaten

vF— 20, =0 re(0,2),t€RY,
v*(x,0) = 3sin(3mx) z€0,2],
v*(0,t) = v*(2,t) =0 teRT.
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und die inhomogene Dgl. mit homogenen Anfangs— und Randdaten

v — 20 = sin(27x) z € (0,2),t e R,
v*(z,0) =0 z € (0,2),
v*™(0,t) =v™(2,t) =0 teRT.

Ansatz:  [1 Punkt]

Mit w =% und ¢ = 2 lautet die Losung des ersten Problems

v

[e.e]

v (x,t) = Z ay e~ sin(kwz) [1 Punkt]
k=1
wobei die a, = %fOQ 3sin(3mz) - sin(&x)dx

die Fourierkoeffizienten von 3sin(37z) sind. Es gilt also

ag = 3 und ar =0 sonst [1 Punkt]
und damit
v*(x,t) = 3e 7 gin(3mz) . [1 Punkt]

Fiir v** machen wir den Ansatz:

U** —

vg(t) sin(%rx) : v(0) =0

00
k=1

Einsetzen in die Dgl ergibt:

Z ['Uk(t) +2 k; 'Uk(t)] sin(%rx) = sin(%x)

k=1

Damit erhalten wir vg(t) =0 fiir & # 4 und die gewohnliche Dgl

D4(t) + 8muy(t) = 1 [1 Punkt]
fiir vy . Die Losung der zugehorigen homogenen Gleichung lautet
vgp(t) = Ce ¥t

1
Der Ansatz vy(t) = k liefert k= —
872
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1 1
—8n%t 3 — —
vy(t) = Ce + ) und mit v5(0) = 0 folgt C' = ~ %2 [1 Punkt]
1
va(t) = 52 (1 — 6_8”2t>
1
v (z,t) = ) (1 - 678#2{/) sin(27z) [1 Punkt]
7r

und damit gilt

v(z,t) = v*(x,t) + v (z, 1)



