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Aufgabe 1:

Losen Sie die folgende Randwertaufgabe fiir einen Kreisring

Au(z,y) 0, r,ye R, 1< /a2 +9y?2 <2,
w(z,y) = 22 +ay+ux, 22 +y?=4.

Hinweis: cos(2¢) = 2cos?*(¢) — 1, sin(2¢) = 2 cos(¢) sin(¢) .
Loésung zur Aufgabe 1:

Allgemeiner Ansatz bei Ringen

u(r, @) = co+ doln(r) + Z (crr ™ 4+ dpr®) (ay cos(kg) + by sin(ke))
k=1
oder

u(r, ¢) = co+ do In(r —1—2 (xkr’k + Bkrk) cos(ko) + (”ykr’k + (5krk) sin(ko))
k=1

[1 Punkt]

Wegen u(1,¢) =0 folgt
ap = —0 und v, = —0 fiir k>0 und ¢y = 0. [1 Punkt]
Also

u(r, ) = doIn(r)+ Z Br(r*—r=F) cos(k¢) + 8, (r*—r~F) sin(k¢)) [1 Punkt]

Die zweite Randbedingung lautet in Polarkoordinaten mit z = rcos(¢) und
y = rsin(¢)
u(r, @) = r? cos®(¢)? +r cos(¢) -rsin(¢) +1 cos(¢) fiir r = 2. [1 Punkt)]

Fir r =2 also:

u(2,¢) = 4 cos?(¢) + 4cos(¢) sin(p) + 2cos(d) = 2cos(2¢) + 2 + 2sin(2¢4) + 2 cos(d)
= dyIn(2 Z Br(2F — 27F) cos(kp) + 0x(2F —27%)sin(k¢))  [2 Punkte]

Also B = oy, =0 fiir alle k ¢ {1,2} und
O =, =0 fur alle k # 2. [1 Punkt]
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Berechnung der nicht verschwindenden Koeffizienten:

2
doIn(2) =2 <= dy = n(2)’
2 4
(21_2*1)ﬁ1:2<:>ﬁ1: )= 5
2-1""3
2 8
22 —272)By =2 = = —
( )BQ @BQ 4_i’ 15°
2 8
22 —27%)5, =2 0z = = =
( J2=2 = b=TT =
[2 Punkte]
8 4 21n(r)

u(r,¢) = 12 (* = 17%) (cos(26) + sin(26)) + 3(r =) cos(9) +

[1 Punkt]
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Aufgabe 2: (10 Punkte)

Losen Sie die folgende Anfangswertaufgabe fiir u(x,t) = u(z,y, z,t) mit Hilfe
der Losungsformel von Liouville

Uy — Asu = 0, x = (r,y,2)T €R3, t>0,
u(xz,0) = wup(x) =0, z = (z,y,2)T € R3,
u(x,0) = wvo(x) = x+y+ 2, x = (2,y,2)T €R3.

Hinweis: sin(2¢) = 2 cos(¢) sin(¢) .

Loésung zur Aufgabe 2
wz.y =2 (L / (¢ +ctn)d +i/ o(x +ctn)d
e Suo c ) in c 0

wobei S die Einheitssphire mit der Parametrisierung

cos p cos 6
p(p,0) = | sinpcosf | ist und do = cosf dy db.
sin 6

Es ist also

x + ct cos ¢ cost)

t 27
u(x,t) = — / / vo | y+ ctsinpcosd | cosBdfdy
Am —/2 z + ctsind

/ / (x 4 ctcospcost + y + ctsin p cos @ + z + ct sin 0) cos 0 dpdf
—m/2

?I“

/ / (x+y+2) + ctcosb(cosp + sinp) + ctsinf) cosd dpdh
—m/2J0

?I“

?I“

[/ [(z +y + 2) cos O ]2™ + ct cos® 0 [—sinp + cos]7" + [ctsinfcos ] db
—7/2
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¢ w/2
u(x, t) = - [/ , (2m(z +y + 2) cos @ + ct cos®0[0+ 1 —1] + 2mctsinb cosb) db

1 =+

/2
= [/ (2(x+y+z)cos€—|—0+ct~25in9€os€)d9]
—m/2

t2 /2
=—2(x+y+2)[sin 9]7:/:/2 + CZ sin(26)d6

—7/2

1 =+

ety - 1) - L B,

DO | o+

=x+y+z)-t-— %tz[COS(ﬂ')—COS(—T{')]: (x4+y+2)-t.



