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Aufgabe 1: (12 Punkte)

Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

1
Uy — g, = sin(wz) + cos(t) + x (1 —3 cos(t)) fir z € (0,3),t > 0,
u(z,0) =1 — cos(2mz) fir z € (0,3),
u(0,t) =sin(t), u(3,t) =3t fiir ¢t > 0.

a) Uberfithren Sie die Aufgabe mittels einer geeigneten Homogenisierung der
Randdaten in eine inhomogene Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen
Randdaten.

b) Losen Sie die folgende Anfangsrandwertaufgabe:

Uy — 3V, = sin(mx) fir z € (0,3),t > 0,
v(z,0) =1 — cos(2mx) fir z € (0, 3),
v(0,£) =0, v(3,t)=0 fiir t > 0.

Hinweis: Die folgende Beziehung darf ohne eigenen Beweis verwendet wer-
den:

2 [° k 2k(1 — cos(k
—/ cos(2mz) sin ) de = (1 = cos(kr)) Vk e N.
3/, 3 (k2 — 36)

Losungsskizze:

a) Homogenisierung:

o(z,t) = ulz, t) — sin(t) — %(375 “sin(t)) = ula,t) —sin(t) — ot + % sin(t)

oder

u(z,t) = v(x,t) + sin(t) + xt — % sin(t). [1 Punkt]
Dann gilt:

up = vy + cos(t) +x — % cos(t),  Vpz = Ugy - [1 Punkt]
Neue DGL:

'Ut+cos(t)—|—x—§ cos(t)— Bug, = sin(mz)+cos(t)+z (1 — & cos(t)) fir z €

(0,3),t >0, <= | v — 3v,, = sin(mz) [1 Punkt]

Anfangswerte:

v(z,0) = u(x,0) —sin(0) —

(0—sin(0)) <= | v(z,0) = 1 — cos(2nx)

r
3
Randwerte : v(0,t) = v(3,t) =0 [1 Punkt]
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b) Wir zerlegen die Aufgabe in zwei Teile:
Die homogene Dgl. mit den vorgegebenen Anfangs— und Randdaten

vf —3vi, =0 z € (0,3),t € RT,
v*(x,0) = 1 — cos(2mx) z €0,3],
v*(0,t) =v*(3,t) =0 teRT.

und die inhomogene Dgl. mit homogenen Anfangs— und Randdaten

vf* — 3ukk = sin(nx) z € (0,3),t € RT,
v*(z,0) =0 z € (0,3),
v**(0,t) = v™*(3,t) =0 teR".

Ansatz:  [1 Punkt]

Mit w =% und ¢ = 3 lautet die Losung des ersten Problems

wl

v (x,t) = Z ar e gin(kwa)

k=1

mit ap = %fOB (1 — cos(2m)) - sin(%x)dz,

Berechnung der Fourierkoeffizienten

9 3 2 3 k
ay = 5/0 sin(%x)d:p — 5/0 cos(2mx) -sin(%x)dx

- % l_ COS(%”;U)]:_ %;1(;20:”;:;)) (Hinweis!)
_ % (1 — cos(km)) — Qk;l(l;cfségf)) = % (1 — cos(k)) E - %36
_ % (1 — cos(k)) WC%S_G%

und damit

o (1) = kio; m (cos(km) — 1) =51 sm(%%) (3 Punkte]

Fir ™ machen wir den Ansatz:

|
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Einsetzen in die Dgl ergibt:

— . k22 ok '
; |:Uk(t)+3 P vk (t) sm(?x) = sin(mx)

Damit erhalten wir vg(t) =0 fiir £ # 3 und die gewohnliche Dgl
Ug(t) + 37T21)3(t) =1
fiir vy. Die Losung der zugehorigen homogenen Gleichung lautet

U3,h(t) _ ’76_37r2t

1
Der Ansatz vs,(t) = C liefert C = 33

2 1
Ug(t) = 76737(‘ t _|_ und mlt UB(O) = O folgt f}/ — _3_

32 2
1 2
Ug(t) = ﬁ <1 — 6_37T t)
1
v (x,t) = 32 <1 - 6_3”2t> sin(mx) [4 Punkte]

und damit gilt

v(z,t) = v*(z,t) + v (x,t)
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Aufgabe 2: (8 Punkte)
Bestimmen Sie die Losung der folgenden Anfangswertaufgabe fiir
u=u(z,t),zr€R und 0 <t <1

u 4 tou,=u’- (1+e™)

1

Ist Thre Losung fiir alle x € R und 0 <t < 0.5 definiert? Bitte begriinden Sie
Ihre Antwort.

Losung zu Aufgabe 2:

T 2
dr — ¢ = 2(t)=5+C
2
C=z-5%
d—y? (1+e) — W= (1+e)dt
—di==t—-e'+D — D=¢'—t—1
_t 1 t2
D=f(C)<=e"'—t— —= f(z— =)
U 2
(2,0) L om0 > = f(z)
u(z,0) = - 0- = —x°= f(x
R —
1 t?
—t_ ety
c U (@ 2)
1 2,
= —=(r—=) -t !
” (x 2) +e

Die Losung ist nicht definiert, wenn der Ausdruck in der Klammer verschwindet.
Da e~ —t monoton fillt und

11 1

2T VA
ist et —t>0, Vi< 05.

Wegen (z — %)2 >0 Va,t € R, ist der Ausdruck in der Klammer also fiir
0 <t <0.5 stets positiv.



