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K
apitel1:

Funktionen
einerkom

plexen
Variablen

1.0
W
iederholung:Kom

plexe
Zahlen

Zahlenbereichserw
eiterung

des
R
:

D
ie
G
leichung

x
2

=
a

sollfürjedes
a
∈

R
eine

Lösung
besitzen.

Kom
plexe

Zahl

z
=

x
+

iy
,

x
,y
∈

R

D
ie
im
aginäre

Einheit
iistdie

Lösung
von

x
2

=
−
1

B
em
erke:D

ie
zw
eite

Lösung
dieserG

leichung
ist−

i.
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D
efinition:
D
erK

örperderkom
plexen

Zahlen
C
istgegeben

durch

C
:=
{
z
=

x
+

iy
,

x
,y
∈

R}
G
eom

etrisch:kom
plexe

Zahlenebene
oderG

außsche
Zahlenebene.

D
efinition:
O
perationen

aufdem
K
örper

C
:

1)
A
ddition

z
1
+

z
2

=
(x

1
+

x
2
)
+

i(y
1
+

y
2
)

2)
M
ultiplikationz

1 ·
z
2

=
(x

1
x
2 −

y
1
y
2
)
+

i(x
1
y
2
+

x
2
y
1
)
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D
efinition:

1)
D
ie
konjugiertkom

plexe
Zahlzu

z
istgegeben

durch

z̄
:=

x−
iy

2)
D
ie
N
orm

einerkom
plexen

Zahlz
istgegeben

durch

|z|
:= √

x
2
+

y
2

3)
D
ivision:

E
s
gilt

z·
z̄

=
|z| 2

=
x
2
+

y
2

D
araus

folgt:

1z
=

z̄

x
2
+

y
2

=
x

x
2
+

y
2 −

i
y

x
2
+

y
2
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D
arstellung

in
Polarkoordinaten:

E
ine

kom
plexe

Zahl
z
läßtsich

in
derForm

z
=

r
(c

o
s
ϕ

+
i
sin

ϕ
)

darstellen.
D
abeiist

r
=
|z|und

ϕ
∈

[0
,2

π
)
das

A
rgum

ent.

M
ultiplikation:

B
eträge

w
erden

m
ultipliziert,A

rgum
ente

addiert

z
1 ·

z
2

=
r
1 ·

r
2
(
c
o
s(ϕ

1
+

ϕ
2
)
+

i
sin

(ϕ
1
+

ϕ
2
))

D
ivision:
B
eträge

w
erden

dividiert,A
rgum

ente
subtrahiert

z
1

z
2

=
r
1

r
2
(
c
o
s(ϕ

1 −
ϕ
2
)
+

i
sin

(ϕ
1 −

ϕ
2
))
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Aus
derM

ultiplikationsregelin
Polardarstellung

folgt:

z
n

=
r
n
(
c
o
s(n

ϕ
)
+

i
sin

(n
ϕ
))

Form
elvon

Euler:

e
iϕ

=
c
o
s
ϕ

+
i
sin

ϕ

D
ie
Einheitsw

urzeln:
E
s
gibt

n
paarw

eise
verschiedene

Lösungen
z
0
,...,z

n−
1
derG

leichung

z
n

=
1

näm
lich

z
k
=

e
i
2
π
k

n
,

k
=

0
,...,n

−
1
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1.1
G
rundlegende

B
egriffe

E
ine

kom
plexe

Funktion
w

=
f
(z

)
isteine

A
bbildung

f
:
D
→

C
,
D
⊂

C
.

D
ie
M
enge

D
istderD

efinitionsbereich
von

f.D
ie
M
enge

W
=

f
(D

)
=
{
f
(z

)
:

z∈
D
}

derB
ild–

oderW
ertebereich.

W
irschreiben:

z
=

x
+

iy

w
=

u
+

iv

u
=

u
(x

,y
)

v
=

v
(x

,y
)

Veranschaulichung:
B
ildervon

Koordinatennetzen
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B
eispiele

elem
entarerkom

plexerFunktionen

1)Lineare
Funktionen

Lineare
kom

plexe
Funktionen

sind
gegeben

durch

w
=

f
(z

)
=

a
z
+

b,
a
,b∈

C

Jede
lineare

Funktion
läßtsich

folgenderm
aßen

aufspalten:

f
(z

)
=
|a|e

iϕ
a
z
+

b
=

(f
3 ◦

f
2 ◦

f
1
)(z

)

D
abeiistf

1
(z

)
=

e
iϕ

a·
z

eine
D
rehung

um
den

W
inkelϕ

a

f
2
(z

)
=

|a|·
z

eine
S
treckung

um
den

Faktor|a|

f
3
(z

)
=

z
+

b
eine

Verschiebung
um

den
Vektor

b

A
lso:

eine
lineare

A
bbildung

isteine
D
rehstreckung

m
itVerschiebung8



2)Q
uadratische

Funktionen
Q
uadratische

kom
plexe

Funktionen
sind

gegeben
durch

w
=

f
(z

)
=

a
z
2
+

bz
+

c,
a
,b,c∈

C

Aufspaltung:

f
(z

)
=

a (
z
+

b2
a )

2−
b
2

4
a

+
c
=

(f
4 ◦

f
3 ◦

f
2 ◦

f
1
)(z

)

m
it

f
1
(z

)
=

z
+

b2
a

Verschiebung

f
2
(z

)
=

z
2

Q
uadrat

f
3
(z

)
=

a·
z

D
rehstreckung

f
4
(z

)
=

z−
b
2

4
a

+
c

Verschiebung
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Frage:
W
ie
läßtsich

w
=

f
(z

)
=

z
2
veranschaulichen?

w
=

z
2

=
(x

+
iy

)
2

=
(x

2−
y
2
)
+

2
ix

y

⇒
u

=
x
2−

y
2
,

v
=

2
x
y

a)
B
etrachte

U
rbilderm

it
y

=
y
0

=
const,d.h.

u
=

x
2−

y
20
,v

=
2
x
y
0 .

1.Fall:
y
0

=
0
⇒

u
=

x
2
,

v
=

0

N
icht–negative

u–A
chse,doppeltdurchlaufen!

2.Fall:
y
0 �=

0
⇒u
=

v
2

4
y
20

−
y
20

⇒
v
2

=
4
y
20
(u

+
y
20
)

N
ach

rechts
geöffnete

Parabeln
m
it
gem

einsam
en

B
rennpunkt

im
U
r-

sprung.Für
y
0
und

−
y
0
ergibtsich

die
gleiche

Parabel,allerdings
anders

durchlaufen
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b)
B
etrachte

U
rbilderm

it
x

=
x
0

=
const,d.h.

u
=

x
20 −

y
2
,v

=
2
x
0
y.

1.Fall:
x
0

=
0
⇒

u
=
−

y
2
,

v
=

0

N
icht–positive

u–A
chse,doppeltdurchlaufen!

2.Fall:
x
0 �=

0
⇒

u
=
−

v
2

4
x
20

+
x
20

⇒
v
2

=
−
4
x
20
(u
−

x
20
)

N
ach

links
geöffnete

Parabeln
m
itgem

einsam
en
B
rennpunktim

U
rsprung.

Für
x
0
und

−
x
0
ergibtsich

die
gleiche

Parabel,allerdings
anders

durch-
laufen.

Fazit:
Fallb)

liefert
die

gleiche
Parabelschar

w
ie
a),

allerdings
an

der
v–A

chse
gespiegelt,d.h.nach

links
geöffnet.
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3)D
ie
Exponentialfunktion

D
ie
kom

plexe
E
xponentialfunktion

istdefiniertdurch

w
=

e
z
=

e
x
+

iy
=

e
x
(c

o
s
y
+

i
sin

y
)

D
am
itist

u
(x

,y
)
=

e
x

c
o
s
y
,

v
(x

,y
)
=

e
x

sin
y

a)
S
ei

y
=

y
0

=
const,dann

gilt

u
=

e
x

c
o
s
y
0

v
=

e
x

sin
y
0 }

⇒
v

=
cu

D
ies

sind
vom

U
rsprung

ausgehende
S
trahlen

(H
albstrahlen).

b)
S
ei

x
=

x
0

=
const,dann

gilt

u
=

e
x
0

c
o
s
y
,

v
=

e
x
0

sin
y

D
ies

sind
K
reise

um
den

U
rsprung

m
itR

adius
e
x
0.D

a
y
∈

R
w
erden

die
K
reise

unendlich
oftdurchlaufen.
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D
ie
U
m
kehrfunktion

E
ine

U
m
kehrfunktion

existiert,falls
f
(z

)
auf

D
injektiv

ist.
B
eispiel:

(W
urzel=

U
m
kehrfunktion

von
w

=
z
2)

D
ie
Funktion

w
=

f
(z

)
=

z
2
istauf

D
=
{
z∈

C
:
R
e

z
>

0}
injektiv.

D
erB

ildbereich
istgegeben

durch

W
=
{
w
∈

C
:
Im

z�=
0
∨
R
e

z
>

0}
W
irdefinieren

die
U
m
kehrfunktion

von
w

=
z
2
folgenderm

aßen

w
=

f −
1
(z

)
=
√

r
e

i
ϕ2

w
obei

z
=

r
e
iϕ

,
r

>
0
,
−

π
<

ϕ
<

π

M
an
nennt

f −
1
(z

)
den

H
auptw

ertderW
urzel.

M
an
beachte

dabeiden
U
nterschied

zu
√

z
:=
{
w
∈

C
:

w
2

=
z}
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D
erkom

plexe
Logarithm

us
E
s
gilt:

e
w

=
e
u
+

iv
=

e
u
(c

o
s
v
+

i
sin

v
)

und

z
=
|z|e

iϕ
=
|z|(c

o
s
ϕ

+
i
sin

ϕ
)

S
etzen

w
irnun

e
w

=
z,so

folgtm
itden

obigen
B
eziehungen

e
u

=
|z|

∧
v

=
ϕ

+
2
π
k
,

k
∈

Z

D
ie
M
enge

derLösungen
w
m
it

e
w

=
z,

z∈
C
istdahergegeben

durch

L
og

z
:=
{
ln|z|

+
i
(arg

z
+

2
π
k
)

:
k
∈

Z}
D
iese

M
enge

nennt
m
an

den
kom

plexen
Logarithm

us
und

ist
für

alle
z∈

C
,
z�=

0,definiert.
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D
am
itfürdie

E
xponentialfunktion

w
=

e
z
eine

U
m
kehrfunktion

existiert,
m
uß
m
an
den

D
efinitionsbereich

von
e
z
einschränken:

W
irdefinieren

als
die

M
enge

S
,den

Streifen
in
derkom

plexen
E
bene

S
:=
{
z∈

C
:−

π
<
Im

z
<

π}
D
ann

istdie
E
xponentialfunktion

auf
S
injektiv

m
itB
ildbereich

W
=
{
w
∈

C
:
Im

w
�=

0
∨
R
e

w
>

0}
D
ie
U
m
kehrabbildung

auf
S
istgegeben

durch

ln
z
:=

ln|z|
+

iarg
z
,−

π
<
arg

z
<

π

M
an
nenntdie

A
bbildung

den

H
auptw

ertdes
kom

plexen
Logarithm

us
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D
ie
Joukow

ski–Funktion
W
irbetrachten

die
kom

plexe
Funktion

w
=

f
(z

)
definiertdurch

w
=

f
(z

)
=

12 (
z
+

1z )
O
ffensichtlich

gilt:

f
(z

)
=

f (
1z )

E
s
genügtdahereigentlich,den

B
ereich|z|≥

1
zu
untersuchen.

W
irschreiben

nun
die

kom
plexe

Zahl
z
in
Polardarstellung

z
=

r
e
iϕ

m
it

r≥
1
und

0
≤

ϕ
≤

2
π

16



a):
S
ei

r
=

r
0

=
const,dann

folgt

w
=

12 (
r
0

e
iϕ

+
1r
0

e −
iϕ )

W
irerhalten

also

u
=

12 (
r
0
+

1r
0 )

c
o
s
ϕ

v
=

12 (
r
0 −

1r
0 )

sin
ϕ

1.Fall:
S
ei

r
0

=
1

⇒
u

=
c
o
s
ϕ

,
v

=
0.

D
ies

istm
it
0
≤

ϕ
≤

2
π
die

doppeltdurchlaufene
S
trecke

[−
1
,1

].

2.Fall:
Für

r
0

>
1
ergibtsich

die
Param

eterdarstellung
einerEllipse

u
2

a
2

+
v
2

b
2

=
1
,

a
=

12 (
r
0
+

1r
0 )

,
b
=

12 (
r
0 −

1r
0 )
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b):
S
ei

ϕ
=

ϕ
0

=
const,dann

folgtm
it
0

<
r

<
∞
(!)

u
=

12 (
r
+

1r )
c
o
s
ϕ
0

v
=

12 (
r−

1r )
sin

ϕ
0

1.Fall:
Für

ϕ
0

=
0
giltu

=
12 (

r
+

1r )
v

=
0

D
ies

istm
it
0

<
r

<
∞
(!)die

doppeltdurchlaufene
S
trecke

[1
,∞

).

2.Fall:
Für

ϕ
0

=
π
/
2
gilt

u
=

0
v

=
12 (

r−
1r )

D
ies

istdie
einm

aldurchlaufene
v–A

chse
von−∞

bis∞
.
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3.Fall:
Für

ϕ
0

=
π
gilt

u
=
−

12 (
r
+

1r )
v

=
0

D
ies

istdie
doppeltdurchlaufene

S
trecke

[−∞
,−

1
].

4.Fall:
Für

ϕ
0

=
3
π
/
2
gilt

u
=

0
v

=
−

12 (
r−

1r )
D
ies

istdie
einm

aldurchlaufene
v–A

chse
von∞

bis−∞
.

5.Fall:
Für

ϕ
0 �=

0
,π

/
2
,π

,3
π
/
2
ergibtdie

E
lim
ination

von
r
die

B
ezie-

hung

u
2

c
o
s
2

ϕ
0 −

v
2

sin
2

ϕ
0

=
1

D
ies

sind
H
yperbeln

m
itH

albachsen
a

=
|c

o
s
ϕ
0 |und

b
=
|sin

ϕ
0 |und

B
rennpunkten

in
c
=
±
1.
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U
m
kehrung

derJoukow
ski–Funktion

1)D
ie
Joukow

ski–Funktion
istzum

B
eispielinjektiv

aufderM
enge

D
=
{
z∈

C
:|z|

>
1}

m
itW

ertebereich

W
=
{
w
∈

C
:

w
/∈

[−
1
,1

]}
D
ie
U
m
kehrfunktion

istdann
gegeben

durch

w
=

f −
1
(z

)
=

z
+ √

z
2
+

1

2)E
ine

andere
M
öglichkeitistetw

a

D
=

{
z∈

C
:
Im

z
>

0}
W

=
{
w
∈

C
:
Im

w
�=

0
oder|R

e
z|

<
1}

In
der

obenstehenden
Form

elfür
f −

1
(z

)
istdas

Vorzeichen
der

W
urzel

jew
eils

geeignetanzupassen.
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D
ie
stereographische

Projektion

Zunächst:
E
rw
eiterung

des
Körpers

C
derkom

plexen
Zahlen

B
etrachte

die
rationale

Funktion

w
=

f
(z

)
=

p
(z

)

q
(z

)

m
itden

kom
plexen

Polynom
en

p
und

q.
D
ie
Funktion

istbeiz
0 ∈

C
nichtdefiniert,falls

q
(z

0
)
=

0
,

p
(z

0
)�=

0

W
irsetzen

dort

f
(z

0
)
:=
∞

und
definieren∞

als
den

unendlich
fernen

Punkt.
W
eitersei

C
∗
:=

C
∪
∞

21



R
echenregeln

m
it∞

:
Für

a
�=

0
definieren

w
ir

a
+
∞

=
∞

a·∞
=

∞
a
/∞

=
0

A
ber:

D
ie
Ausdrücke

0·∞
,∞

±
∞
lassen

sich
nichtsinnvolldefinieren.

C
∗
istein

topologischer
R
aum

,d.h.die
offenen

M
engen

in
C
∗
sind

die
offenen

M
engen

in
C
und

die
M
engen

der
Form

C
∗\

K
m
itkom

paktem
K
⊂

C
.

W
eiterdefinieren

w
ir

z
n
→
∞

:⇔
1z
n
→

0
(⇔

|z
n |→

+
∞

)

für
z
n
∈

C
,
z
n
�=

0,
n
≥

n
0 .

22



W
eiterhin:

C
∗
ist
(folgen–)kom

pakt,
d.h.

jede
Folge

in
C
∗
besitzt

einen
H
äufungs-

punkt.M
an
nenntdaher

C
∗
auch

Einpunkt–Kom
paktifizierung

von
C
.

D
ie
R
iem

annschen
Zahlenkugel

D
arstellung

derR
iem

annschen
ZahlenkugelaufFolie

D
ie
R
iem

annsche
Zahlenkugellieferteine

bijektive
A
bbildung

P
:
S

2→
C
∗

d.h.eine
eindeutige

B
eziehung

zw
ischen

P
unkten

aufderO
berfläche

der
E
inheitskugelim

R
3
und

den
P
unkten

von
C
∗.

B
eachte:

M
an
benötigtinsbesondere

den
unendlich

fernen
P
unkt∞
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Stereographische
Projektion:

P
: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

X
�=

N
→

D
urchstoßpunktderG

eraden
durch

X
,N

durch
die

kom
plexe

E
bene

X
=

N
→

∞
Eigenschaften:
1)
D
ie
stereographische

P
rojektion

isteine
bijektive

A
bbildung

2)
D
ie
obere

Kugelhälfte
x
3

>
0
w
ird
auf|z|

>
1
abgebildet,die

untere
Kugelhälfte

x
3

<
0
auf|z|

<
1.D

erÄ
quatorbleibtfest.

3)
A
nalytische

D
arstellung

m
it

x
=

(x
1
,x

2
,x

3
)
T
:

z
=

P
(
x
)
=

P
(x

1
,x

2
,x

3
)
=

x
1
+

ix
2

1
−

x
3

x
=

P
−
1
(z

)
= (

z
+

z̄

z
z̄
+

1
,

z−
z̄

i(z
z̄
+

1
)
,
z
z̄−

1

z
z̄
+

1 )
T
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Satz:
(K
reistreue

derstereographischen
P
rojektion)

1)
D
as
sphärische

B
ild
einerG

eraden
in

C
∗
(einschließlich

des
P
unktes

∞
)istein

K
reis

auf
S

2,derdurch
den

N
ordpolN

gehtund
um
gekehrt.

2)
D
as
sphärische

B
ild
eines

K
reises

in
C
istein

K
reis

auf
S

2,dernicht
durch

den
N
ordpol

N
gehtund

um
gekehrt.

D
arstellung

dieserE
igenschaftaufFolie

B
em
erkung:

B
ezeichnet

m
an

K
reise

und
G
eraden

in
C
∗
zusam

m
enfassend

als
ver-

allgem
einerte

K
reise,so

gehen
nach

dem
obigen

S
atz

verallgem
einerte

K
reise

in
C
∗
unterderstereographischen

P
rojektion

in
K
reise

in
S

2
über.

25



1.2
D
ie
M
öbius–Transform

ation
D
efinition:
A
bbildungen

derFormw
=

T
(z

)
=

a
z
+

b

cz
+

d
,

a
d�=

bc

nenntm
an
M
öbius–Transform

ationen.

Eigenschaften
derM

öbius–Transform
ationen:

1)
Zählerund

N
ennereinerM

öbius–Transform
ation

haben
unterschiedli-

che
N
ullstellen.

2)
D
ie
M
öbius–Transform

ation
isteine

A
bbildung

auf
C
∗,d.h.

T
:

C
∗→

C
∗

m
it

T (−
dc )

:=
∞

,
T
(∞

)
:=

ac

26



Eigenschaften
derM

öbius–Transform
ationen:

(Fortsetzung)

3)
E
ine

M
öbius–Transform

ation
istauf

C
∗
bijektiv

und
die

U
m
kehrfunktion

lautet:

T
−
1
(w

)
=

d
w
−

b

−
cw

+
a

B
eachte:
E
s
bestehteine

A
nalogie

zurInvertierung
einer

(2
×

2
)–M

atrix
(

a
b

c
d )−

1

=
1

a
d−

bc (
d
−

b
−

c
a )

4)
D
ie
Kom

position
von

M
öbius–Transform

ationen
ist

w
ieder

eine
M
öbius–Transform

ation.
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G
egeben

seien
die

beiden
M
öbius–Transform

ationen

w
=

a
z
+

b

cz
+

d
,

a
d�=

bc

z
=

α
t
+

β

γ
t
+

δ
,

α
δ�=

β
γ

D
araus

folgt

w
=

(a
α

+
bγ

)t
+

(a
β

+
bδ

)

(cα
+

d
γ
)t

+
(cβ

+
d
δ
)

=
A

t
+

B

C
t
+

D

D
ie
Koeffizienten

A
,...,D

ergeben
sich

aus
dem

M
atrixprodukt:

(
A

B
C

D )
= (

a
b

c
d )

· (
α

β
γ

δ )

D
ahergiltw

egen
det(A

B
)
=
detA

·detB
A

D
−

B
C

=
(a

d−
bc)(α

δ−
β
γ
)�=

0

28



Satz:
M
öbius–Transform

ationen
sind

kreistreu.

B
ew
eis:

Verw
ende

eine
geeignete

Zerlegung
für

c�=
0:

a
z
+

b

cz
+

d
=

ac
(cz

+
d
)−

a
dc
+

b

cz
+

d
=

ac −
a
d−

bc

c
·

1

cz
+

d

W
irsetzen

nun

w
1

=
cz

+
d

w
2

=
1w
1

w
3

=
ac −

a
d−

bc

c
·
w

2

D
ie
A
bbildungen

w
1
und

w
3
sind

linearund
daherkreistreu!

29



Es
bleibtzu

zeigen:
D
ie
Inversion

w
=

f
(z

)
=

1
/
z
isteine

kreistreue
A
bbildung

G
ehe

den
U
m
w
eg

über
die

stereographische
P
rojektion,

d.h.
betrachte

statt
z→

1
/
z
die

A
bbildungsfolge

z→
x

:=
P
−
1
(z

)→
x̃
→

P
(
x̄
)
=

1z
D
ann

gilt

x
=

P
−
1
(z

)
= (

z
+

z̄

z
z̄
+

1
,

z−
z̄

i(z
z̄
+

1
)
,
z
z̄−

1

z
z̄
+

1 )
T

sow
ie

x̃
:=

P
−
1 (

1z )

=

⎛⎝
1z
+

1z̄
1z
1z̄
+

1
,

1z −
1z̄

i(
1z
1z̄
+

1
)
,
1z
1z̄ −

1
1z
1z̄
+

1 ⎞⎠
T

30



Vereinfachung
ergibt:

x̃
=

(
z
+

z̄

z
z̄
+

1
,−

z−
z̄

i(z
z̄
+

1
)
,−

z
z̄−

1

z
z̄
+

1 )

=
(x

1
,−

x
2
,−

x
3
)
T

W
irerhalten

dam
iteine

A
bbildung

F
:
S

2→
S

2
m
it

F
(
x
)
=

(x
1
,−

x
2
,−

x
3
)
T

D
iese

A
bbildung

isteine
D
rehung

derS
phäre

um
die

x
1 –A

chse
um

1
8
0 ◦

und
offensichtlich

kreistreu.
D
am
ithaben

w
irgezeigt,dass

die
A
bbildungsfolge

z→
x

:=
P
−
1
(z

)→
x̃
→

P
(
x̄
)
=

1z

und
daherdie

Inversion
z→

1
/
z
eine

kreistreue
A
bbildung

ist.
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B
em
erkung:

A
bbildungseigenschaften

derM
öbius–Transform

ation:

1)
K
reise,G

eraden
durch (−

dc )
→

G
eraden

der
w
–E
bene

2)
G
eraden

der
z–E

bene
→

K
reise,G

eraden
durch (

ac )
3)
K
reise,die

nichtdurch (−
dc )
gehen

→
K
reise,die

nichtdurch (
ac )

gehen

Satz:
G
egeben

seien
je
drei(verschiedene)

P
unkte

z
1
,z

2
,z

3
und

w
1
,w

2
,w

3 .
D
ann

gibtes
genau

eine
M
öbius–Transform

ation
w

=
T
(z

)
m
it

w
j
=

T
(z

j ),
j
=

1
,2

,3

D
iese

istgegeben
durch

die
D
reipunktform

el
w
−

w
1

w
−

w
2

:
w

3 −
w

1

w
3 −

w
2

=
z−

z
1

z−
z
2

:
z
3 −

z
1

z
3 −

z
2

32



B
em
erkung:

S
ind

vierverschiedene
P
unkte

z
0
,z

1
,z

2
und

z
3
gegeben,so

istdas
D
op-

pelverhältnis
dieserP

unkte
gegeben

durch

D
(z

0
,z

1
,z

2
,z

3
)
:=

z
0 −

z
1

z
0 −

z
2

:
z
3 −

z
1

z
3 −

z
2

W
eitergilt:

D
(z

0
,z

1
,z

2
,z

3
)∈

R
⇔

z
0
,z

1
,z

2
,z

3
liegen

aufeinem
verallg.K

reis
B
eispiel:
G
esuchtistdie

M
öbius–Transform

ation
m
it

z
i

1
i

0

w
i

i
−

i
0

D
ann

istdie
zugehörige

eindeutige
M
öbius–Transform

ation
definiertdurch

w
−

i

w
+

i
:

0
−

i

0
+

i
=

z−
1

z−
i

:
0
−

1

0
−

i

33



B
eispiel:

(Fortsetzung)
U
m
form

ung
ergibtdie

D
arstellung

w
=

(1
+

i)z

(1
+

i)z−
2
i

D
efinition:
G
egeben

seiein
K
reis

C
in

C
m
itM

ittelpunkt
z
0
∈

C
und

R
adius

R
.Zw

ei
P
unkte

z
,z ′∈

C
liegen

sym
m
etrisch

zum
K
reis

C
,falls

gilt

(z−
z
0
)(z̄ ′−

z̄
0
)
=

R
2

D
ie
A
bbildung

z
→

z ′nenntm
an
die

Inversion
am

K
reis

C
oder

auch
Spiegelung

am
K
reis

C
.

G
raphische

D
arstellung

derInversion
aufFolie!

Insbsondere
gilt:

z→
z
0
⇒

z ′→
∞
,d.h.

z
0
liegtsym

m
etrisch

zu∞
.34



D
efinition:
Zw
eiP

unkte
z
,z ′nenntm

an
sym

m
etrisch

zu
einerG

eraden
in

C
,w
enn

z ′aus
z
durch

S
piegelung

an
derG

eraden
entsteht.

Satz:
M
öbius–Transform

ationen
erhalten

die
S
ym
m
etrie

zu
verallgem

einerten
K
reisen.
B
eispiel:

G
esuchtisteine

M
öbius–Transform

ation
m
it

|z|
=

2
→

|w
+

1|
=

1

z
1

=
−
2
→

w
1

=
0

z
2

=
0
→

w
2

=
i

E
ine

M
öbius–Transform

ation
isteindeutig

bestim
m
t,falls

die
Transform

ati-
on
von

dreiP
unkten

festgelegtist.
Problem

:
U
ns
fehltein

P
unkt!
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B
eispiel:

(Fortsetzung)
N
ach

dem
letzten

S
atz

erhalten
M
öbius–Transform

ationen
die

S
ym
m
etrie

zu
verallgem

einerten
K
reisen:

z
2

=
0

⇒
z
3

=
∞
istsym

m
etrisch

zu
z
2
bzgl.des

K
reises|z|

=
2

D
aher

ist
w

3
der

zu
w

2
=

i
sym

m
etrische

P
unktbezüglich

des
K
reises

|w
+

1|
=

1
und

som
itgegeben

durch

w
3

=
12
(−

1
+

i)

D
ie
D
reipunktform

ellautet:
(

w
−

0

w
−

i )
: ⎛⎝

12
(−

1
+

i)−
0

12
(−

1
+

i)−
i ⎞⎠

= (
z
+

2

z−
0 )

: (
z
3
+

2

z
3 −

0 )
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B
eispiel:

(Fortsetzung)
W
as
passiertm

itdem
Term

z
3
+

2

z
3 −

0

für
z
3 →

∞
?

E
s
gilt:

z
3
+

2

z
3 −

0
=

1
+

2z
3

1
+

0z
3

→
1

für
z
3 →

∞

W
irerhalten

also(
w

w
−

i )
: ⎛⎝

12
(−

1
+

i)
12
(−

1
+

i)−
i ⎞⎠

= (
z
+

2

z

)

und
Auflösung

nach
w
ergibt:

w
=

T
(z

)
=
−

z
+

2

(1
+

i)z
+

2
i

37



B
eispiel:

Fürdie
reellen

Zahlen
b

>
a

>
0
setzen

w
ir

w
=

√
a
b
+

z
√

a
b−

z
=

p
+

z

p−
z

,
p
=
√

a
b

D
ann

hatdie
vorliegende

M
öbius–Transform

ation
folgende

A
bbildungsei-

genschaften:

z
1
,2

=
± √

a
b
→

w
1
,2

=
∞

,0

z
3
,4

=
a
,b

→
w

3
,4

=
±
√

a
+
√

b
√

b−
√

a
=
±

ρ
,

ρ
>

1

z
5
,6

=
−

a
,−

b
→

w
5
,6

=
±
√

b−
√

a
√

a
+
√

b
=
±

1ρ

z
7

=
0
→

w
7

=
1

z
8

=
∞

→
w

8
=
−
1

38



Eigenschaften
dieserM

öbius–Transform
ation:

•
die

x–A
chse

w
ird
aufdie

u–A
chse

abgebildet,

•
sym

m
etrisch

zur
x–A

chse
liegende

P
unkte

w
erden

dam
itaufsym

m
e-

trisch
zur

u–A
chse

liegende
P
unkte

abgebildet,

•
die

angegebenen
K
reise

durch
a
,b
bzw.−

a
,−

b
w
erden

aufdie
K
reise

um
0
m
itR
adius

ρ
bzw.

1
/
ρ
abgebildet.

Zentrales
A
nw
endungsbeispiel:

D
as
elektrostatische

Feld
im
Ä
ußeren

von
zw
eiparallelen

Leitern
w
ird
in

das
Feld

eines
Zylinderkondensators

abgebildet.
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K
apitel2:

D
ifferentialrechnung

im
Kom

plexen

2.1
Kom

plexe
D
ifferentiation

D
efinition:

S
eif

:
D
→

C
,
D
⊂

C
eine

kom
plexe

Funktion.
f
(z

)
heißtin

z
0 ∈

D
0
kom

plex
differenzierbarm

itA
bleitung

f ′(z
0
),falls

derfolgende
G
renzw

ertexistiert:

f ′(z
0
)
:=

lim
z→

z
0

f
(z

)−
f
(z

0
)

z−
z
0

Ist
f
(z

)
in
jedem

P
unkt

eines
G
ebietes

D
kom

plex
differenzierbar,

so
nenntm

an
f
(z

)
holom

orph,analytisch
oderregulärauf

D
.

B
eachte:

1)
D
er
G
renzw

ertprozess
z
→

z
0
erfolgtin

der
kom

plexen
E
bene,d.h.

die
R
ichtung

derA
nnäherung

z→
z
0
istbeliebig!

2)
D
ie
oben

stehende
D
ivision

istdie
D
ivision

kom
plexerZahlen!

40



Lem
m
a:

Ist
f
(z

)
reellw

ertig,
d.h.

f
:

D
→

R
,

D
⊂

C
ein

G
ebiet,

und
ist

f
(z

)

holom
orph

auf
D
,dann

ist
f
(z

)
eine

konstante
Funktion,d.h.

f
(z

)
=

const.∈
R

∀
z∈

D

B
ew
eis:

1)
W
irbetrachten

die
Folge

z
n
→

z
0
gegeben

durch

z
n

=
z
0
+

1n

D
ann

istderD
ifferenzenquotientfüralle

n
∈

N
reell,denn

f
(z

n
)−

f
(z

0
)

z
n −

z
0

=
n
(f

(z
n
)−

f
(z

0
))∈

R

41



B
ew
eis:

(Fortsetzung)

2)
D
agegen

liefertdie
Folge

z
n
→

z
0
m
it

z
n

=
z
0
+

in

den
rein

im
aginären

D
ifferenzenquotienten

f
(z

n
)−

f
(z

0
)

z
n −

z
0

=
ni
(f

(z
n
)−

f
(z

0
))∈

C

D
a
aberdie

Funktion
auf

D
holom

orph
ist,folgt

f ′(z
0
)
=

0
∀

z
0 ∈

D

d.h.
f
(z

)
isteine

konstante
Funktion.
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B
em
erkung:

D
ie
Funktion

f
(z

)
istkom

plex
differenzierbarin

z
0

⇔
lim

z→
z
0

f
(z

)−
f
(z

0
)−

f ′(z
0
)(z−

z
0
)

z−
z
0

=
0

⇔
f
(z

)
=

f
(z

0
)
+

f ′(z
0
)(z−

z
0
)
+

o
(|z−

z
0 |)

D
ie
C
auchy–R

iem
annschen

D
ifferentialgleichungen

D
ie
Funktion

f
(z

)
seikom

plex
differenzierbarim

P
unkt

z
0
und

w
irsetzen

γ
:=

f ′(z
0
)

N
ach

obigerB
em
erkung

isteine
äquivalente

S
chreibw

eise
gegeben

durch

f
(z

)
=

f
(z

0
)
+

γ
(z−

z
0
)
+

ε
(z

)|z−
z
0 |

m
it

ε
(z

)→
0
für

z→
z
0 .
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W
irverw

enden
nun

m
it

z
=

x
+

i
y
die

D
arstellungen

f
(z

)
=

u
(z

)
+

i
v
(z

)
=

u
(x

,y
)
+

i
v
(x

,y
)

und

f ′(z
0
)
=

:
γ

=
α

+
i
β

D
am
iterhalten

w
ir:

u
(z

)
=

u
(z

0
)
+

α
(x−

x
0
)−

β
(y−

y
0
)
+
R
e
(ε

(z
))·|z−

z
0 |

v
(z

)
=

v
(z

0
)
+

β
(x−

x
0
)
+

α
(y−

y
0
)
+
Im

(ε
(z

))·|z−
z
0 |

In
M
atrixschreibw

eise
lautetdies

(
u
(z

)
v
(z

) )
= (

u
(z

0
)

v
(z

0
) )

+ (
α
−

β
β

α )(
x−

x
0

y−
y
0 )

+
ε
(z

)·|z−
z
0 |44



W
irinterpretieren

jetzt
f
(z

)
als

eine
vektorw

ertige,totaldifferenzierbare
Funktion

zw
eierreellerVariablen,d.h.

f
:

R
2→

R
2

m
itderJakobi–M

atrix

J
f
(x

0
,y

0
)
= (

u
x

u
y

v
x

v
y ) ∣∣∣∣∣(x

0
,y

0
)

= (
α
−

β
β

α )

D
ann

gilt:

Satz:
D
ie
Funktion

f
(z

)
istim

P
unkt

z
0
∈

D
genau

dann
kom

plex
differenzier-

bar,w
enn

f
(z

)
als

Funktion
f

:
R

2
→

R
2
dorttotaldifferenzierbaristund

die
C
auchy–R

iem
annschen

D
ifferentialgleichungen

gelten:

u
x
(z

0
)

=
v
y
(z

0
)

u
y
(z

0
)

=
−

v
x
(z

0
)
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Korollar:
Ist

f
(z

)
kom

plex
differenzierbarin

z
0 ∈

D
,so

folgt

f ′(z
0
)
=

u
x
(z

0
)
+

i
v
x
(z

0
)

B
ew
eis:

D
a

f ′(z
0
)∈

C
schreiben

w
ir

f ′(z
0
)
=

ũ
(z

0
)
+

i
ṽ
(z

0
)

D
araus

ergibtsich

f ′(z
0
)·

(z−
z
0
)

=
(ũ

(z
0
)
+

i
ṽ
(z

0
))·

[ (x−
x
0
)
+

i
(y−

y
0
)]

=
ũ
·
(x−

x
0
)−

ṽ·
(y−

y
0
)
+

i
( ṽ·

(x−
x
0
)
+

ũ
·
(y−

y
0
))

D
a

f
in

z
0
totaldifferenzierbar

istund
die

C
auchy–R

iem
annschen

D
G
L’s

erfülltsind,giltebenfalls
(

u
x
−

v
x

v
x

u
x )

· (
x−

x
0

y−
y
0 )

= (
u

x ·
(x−

x
0
)−

v
x
(y−

y
0
)

v
x ·

(x−
x
0
)
+

u
x
(y−

y
0
) )
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Korollar:
Ist

f
(z

)
holom

orph
aufdem

G
ebiet

D
und

giltfüralle
z
∈

D
:

f ′(z
)
=

0,so
ist

f
(z

)
eine

konstante
Funktion.

B
ew
eis:

D
ie
Funktion

f
(z

)
isttotaldifferenzierbarund

es
gilt

f ′(z
)
=

u
x
(z

)
+

i
v
x
(z

)
=

0

D
araus

folgt,dass
die

Jacobi–M
atrix

(J
f
)(z

)
identisch

verschw
indetund

dam
itist

f
(z

)
eine

konstante
Funktion.

Satz:
Ist

f
∈
C
2
holom

orph
auf

D
,so

gilt

u
x
x
+

u
y
y
=

v
x
x
+

v
y
y
=

0
,

d.h.sow
ohlderR

eal–
als

auch
derIm

aginärteilvon
f
erfüllen

die
Laplace-

gleichung.
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E
s
giltauch

die
folgende

U
m
kehrung:

E
rfüllt

u
=

u
(x

,y
)
aufeinem

zusam
m
enhängenden

G
ebietdie

Laplace-
gleichung

Δ
u

=
0,so

existierteine
differenzierbare

Funktion
v

=
v
(x

,y
),

sodass
f
(z

)
=

u
(z

)
+

i
v
(z

)
auf

D
holom

orph
ist.

B
ew
eis:

(fürbeide
Aussagen)

1.
Ist

f
(z

)
holom

orph,so
folgt

Δ
u

=
∂
u

x

∂
x

+
∂
u

y

∂
y

C
.R

.
=

∂
v
y

∂
x
−

∂
v
x

∂
y

=
0

Δ
v

=
∂
v
x

∂
x

+
∂
v
y

∂
y

C
.R

.
=

−
∂
u

y

∂
x

+
∂
u

x

∂
y

=
0

2.
S
ei

u
=

u
(x

,y
)
gegeben

m
it
Δ

u
=

0.
G
esucht:eine

Funktion
v

=
v
(x

,y
),sodass

die
C
.R
.D
G
L’s
erfülltsind:

v
x
=
−

u
y

v
y
=

u
x
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Aus
den

C
auchy–R

iem
annschen

D
ifferentialgleichungen

v
x
=
−

u
y

v
y
=

u
x

folgt

grad
v

=
(v

x
,v

y
)
=

(−
u

y ,u
x
)
=

:
V

=
(V

1
,V

2
)

W
irsuchen

also
ein

Potential
v
m
itgrad

v
=

V
.U
nterderIntegrabilitäts-

bedingung
∂
V
1

∂
y
−

∂
V
2

∂
x

=
0

istdie
E
xistenz

eines
solchen

Potentials
gesichert.

N
un
giltaber

∂
V
1

∂
y
−

∂
V
2

∂
x

=
−

u
y
y −

u
x
x
=
−
Δ

u
=

0
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D
ifferentiationsregeln:
1)
E
s
gelten

die
folgenden

R
egeln:

(f
±

g
) ′(z

0
)

=
f ′(z

0
)±

g ′(z
0
)

(f
·
g
) ′(z

0
)

=
f ′(z

0
)g

(z
0
)
+

f
(z

0
)g ′(z

0
)

(
fg )′(z

0
)

=
f ′(z

0
)g

(z
0
)−

f
(z

0
)g ′(z

0
)

(g
(z

0
))

2

2)
K
ettenregel:

Ist
f
(z

)
differenzierbarin

z
0
und

g
(w

)
differenzierbar

in
w

0
=

f
(z

0
),so

folgt

(g◦
f
) ′(z

0
)
=

g ′(f
(z

0
))·

f ′(z
0
)

3)
A
bleitung

derU
m
kehrfunktion:

Ist
f
(z

)
holom

orph
und

f ′(z
0
)�=

0,so
ist

f
(z

0
)
um

z
0
lokalbijektiv

und
es
gilt

(f −
1
) ′(w

0
)
=

1

f ′(z
0
)
,

w
0

=
f
(z

0
)
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D
ifferentiationsregeln:

4)
M
odifizierte

K
ettenregel:

Ist
f
(z

)
holom

orph
auf

D
und

ist
c

:

[a
,b]→

D
eineC

1–Kurve
in

D
,so

gilt

dd
t f

(c(t))
=

f ′(c(t))·
ċ(t)

B
ew
eis:

Zunächstgilt

dd
t f

(c(t))
=

dd
t u

(c(t))
+

i
dd
t v

(c(t))

=
(u

x
ċ
1
+

u
y ċ

2
)
+

i
(v

x
ċ
1
+

v
y ċ

2
)

D
aneben

haben
w
ir

f ′(c(t))·
ċ(t)

=
(u

x
+

i
v
x
)·

(ċ
1
+

i
ċ
2
)

=
(u

x
ċ
1 −

v
x
ċ
2
)
+

i
(v

x
ċ
1
+

u
x
ċ
2
)

B
eide

Term
e
sind

w
egen

derC
.R
.D
G
L’s
identisch.
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B
eispiel1:
W
ir
w
issen

bereits
das

die
Funktion

f
(z

)
=

const.
holom

orph
ist
m
it

f ′(z
)
=

0.
Für

f
(z

)
=

z
erhalten

w
irw

egen
u
(x

,y
)
=

x
und

v
(x

,y
)
=

y

f ′(z
)
=

u
x
(z

)
+

i
v
x
(z

)
=

1

D
araus

folgt,dass
kom

plexe
Polynom

e
auf

C
holom

orph
sind

m
it

dd
z ⎛⎝

n∑k
=

0

a
k
z
k ⎞⎠

=
n∑k
=

1

a
k
k
z
k−

1

E
xplizite

B
erechnung

für
f
(z

)
=

z
2:m

it

f
(z

)
=

z
2

=
(x

2−
y
2
)
+

i
2
x
y

berechnetm
anf ′(z

)
=

u
x
(z

)
+

i
v
x
(z

)
=

2
x

+
i
2
y

=
2
z
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B
eispiel2:
R
ationale

Funktionen,also
Funktionen

derForm

f
(z

)
=

p
(z

)

q
(z

)
,

p
,q
kom

plexe
Polynom

e

sind
an
allen

S
tellen

m
it

q
(z

)�=
0
kom

plex
differenzierbar.

B
eispiel3:
D
ie
E
xponentialfunktion

f
(z

)
=

e
z

=
e
x
(c

o
s
y

+
i
sin

y
)
ist
kom

plex
differenzierbarm

it
f ′(z

)
=

e
z:

u
(x

,y
)
=

e
x
c
o
s
y
,

v
(x

,y
)
=

e
x
sin

y

D
ahersind

die
C
.R
.D
G
L’s
erfüllt

u
x
=

v
y
=

e
x
c
o
s
y
,

u
y
=
−

v
x
=
−

e
x
sin

y

und
es
gilt

f ′(z
)
=

u
x
+

i
v
x
=

e
x
c
o
s
y
+

i
e
x
sin

y
=

e
z
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B
eispiel4:

D
ie
trigonom

etrischen
Funktionen

sin
z
:=

12
i (

e
iz−

e −
iz )

,
c
o
s
z

:=
12 (

e
iz

+
e −

iz )
sind

nach
B
eispiel3

holom
orph

auf
C
und

es
gilt

(sin
z
) ′

=
c
o
s
z
,

(c
o
s
z
) ′

=
−

sin
z

B
eispiel5:

D
urch

kom
plexe

Potenzreihen
erklärte

Funktionen,

f
(z

)
=

∞∑k
=

0

a
k
(z−

z
0
)
k

sind
aufihrem

Konvergenzbereich
K

r (z
0
)
holom

orph
m
it

f ′(z
)
=

∞∑k
=

1

a
k
k
(z−

z
0
)
k−

1

und
dam

itauf
K

r (z
0
)
gleichzeitig

beliebig
oftkom

plex
differenzierbar.54



2.2
Konform

e
A
bbildungen

Satz:

1)
Ist

f
:

D
→

C
eine

holom
orphe

Funktion
auf

einem
G
ebiet

D
m
it

f ′(z
)�=

0
füralle

z∈
D
.D
ann

giltlokalbei
z
0 ∈

D
:

a)
W
inkelzw

ischen
sich

im
P
unkt

z
0
schneidender

Kurven
bleiben

beiderTransform
ation

w
=

f
(z

),einschließlich
des

U
m
laufsinns,

erhalten,

b)
derTerm

|f ′(z
0
)|istdie

füralle
von

z
0
ausgehenden

R
ichtungen

gem
einsam

e
Längenverzerrung.

Insbesondere
bleiben

Längen-
verhältnisse

erhalten.

A
bbildungen

m
itdiesen

beiden
E
igenschaften

nenntm
an
konform

e
A
bbildungen.

55



Satz:
(Fortsetzung)

2)
Ist

w
=

f
(z

)
eine

konform
e
A
bbildung

und
als

Funktion
f

:
R

2→
R

2

stetig
differenzierbar,so

ist
f
(z

)
kom

plex
differenzierbar

und
es
gilt

f ′(z
)�=

0.

B
ew
eis:

(zu
Teil1))

S
eien

c
und

d
zw
eiKurven,die

für
t
=

0
durch

den
P
unkt

z
0
laufen,d.h.

c(0
)
=

d
(0

)
=

z
0

D
ie
beiden

Tangentialvektoren
in
diesem

P
unktsind

dann

ċ(0
)
und

ḋ
(0

)

und
fürden

W
inkelγ

zw
ischen

den
Tangentialvektoren

gilt

γ
=

�
(ċ(0

),ḋ
(0

))
=
arg

(ċ(0
))−

arg
(ḋ

(0
))
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M
ittels

derholom
orphen

Transform
ation

f
erhalten

w
irdie

beiden
Kurven

f
◦

c
und

f
◦

d
im
B
ildraum

.
D
er
W
inkel

γ̃
zw
ischen

den
beiden

Kurven
im
P
unkt

f
(z

0
)
im
B
ildraum

lautetdann

γ̃
=

�
(f ′(z

0
)ċ(0

),f ′(z
0
)ḋ

(0
))

=
arg

(f ′(z
0
)ċ(0

))−
arg

(f ′(z
0
)ḋ

(0
))

=
arg

(f ′(z
0
))

+
arg

(ċ(0
))−

arg
(f ′(z

0
))−

arg
(ḋ

(0
))

=
γ

B
ezüglich

derLängenverzerrung
berechnetm

an

‖
dd
t ( f

◦
c) ‖

=
|f ′(z

0
)ċ(0

)|
=
|f ′(z

0
)|·|ċ(0

)|
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D
efinition:
E
s
sei

w
=

f
(z

)
eine

bijektive
und

konform
e
Transform

ation
f

:
D
→

W

zw
eierG

ebiete
D

,W
⊂

C
.

Zu
einergegebenenC

2–Funktion
Φ

:
D
→

R
setzen

w
ir

Ψ
:=

Φ
◦

f −
1

M
an
nenntdann

Ψ
die

konform
e
Transform

ation
von

Φ
m
ittels

f.

A
bbildungsdiagram

m
aufFolie

A
nw
endung

konform
erTransform

ationen:
Ist

Φ
(z

)
eine

gesuchte
Potentialfunktion

definiertin
der

physikalischen
Ebene

D
,so

ist
Ψ
die

entsprechende
Funktion

in
derM

odellebene
W
.

B
eachte:

Funktioniertnurim
zw
eidim

ensionalen
physikalischen

R
aum

.
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D
efinition:

Füreine
Funktion

Φ
:
D
→

R
nenntm

an

grad
Φ

(z
)
=

∂
Φ∂
x

+
i
∂
Φ∂
y

den
kom

plexen
G
radienten

von
Φ

(z
).

Satz:
S
ei

Ψ
die

konform
e
Transform

ation
von

Φ
m
ittels

f.D
ann

gelten
die

beiden
B
eziehungen

grad
z
Φ

(z
)

=
grad

w
Ψ

(f
(z

))·
f ′(z

)

Δ
z Φ

(z
)

=
Δ

w
Ψ

(f
(z

))·|f ′(z
)| 2

B
ew
eis:

N
ach

D
efinition

istdie
konform

e
Transform

ation
von

Φ
m
ittels

f
gegeben

durch

Ψ
:=

Φ
◦

f −
1
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D
araus

folgtaber
Φ

=
Ψ
◦

f
und

m
it

f
=

u
+

i
v

Φ
(x

,y
)
=

Ψ
(u

(x
,y

),v
(x

,y
))

W
irberechnen

nun

Φ
x

=
Ψ

u
u

x
+

Ψ
v v

x

Φ
y

=
Ψ

u
u

y
+

Ψ
v v

y

Fürden
kom

plexen
G
radienten

giltdann

grad
Φ

(z
)

=
(Ψ

u
u

x
+

Ψ
v v

x
)
+

i
(Ψ

u
u

y
+

Ψ
v v

y
)

=
Ψ

u
(u

x
+

i
u

y
)
+

Ψ
v (v

x
+

i
v
y
)

C
R

=
Ψ

u
(u

x −
i
v
x
)
+

i
Ψ

v (u
x −

i
v
x
)

=
grad

Ψ
(f

(z
))·

f ′(z
)
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D
ie
B
erechnung

derzw
eiten

A
bleitung

ergibt

Φ
x
x

=
Ψ

u
u
u
2x
+

2
Ψ

u
v u

x
v
x
+

Ψ
v
v v

2x
+

Ψ
u
u

x
x
+

Ψ
v v

x
x

Φ
y
y

=
Ψ

u
u
u
2y
+

2
Ψ

u
v u

y v
y
+

Ψ
v
v v

2y
+

Ψ
u
u

y
y
+

Ψ
v v

y
y

D
araus

folgtΔ
Φ

=
Ψ

u
u
(u

2x
+

u
2y
)
+

2
Ψ

u
v (u

x
v
x
+

u
y v

y
)

+
Ψ

v
v (v

2x
+

v
2y
)
+

Ψ
u
Δ

u
+

Ψ
v Δ

v

W
irverw

enden
nun

w
iederdie

C
R
–D
G
L’s
und

erhalten

u
2x
+

u
2y

=
v
2x
+

v
2y

=
u
2x
+

v
2x

=
|f ′(z

)| 2

u
x
v
x
+

u
y v

y
=

0

Δ
u

=
Δ

v
=

0

und
dam

itdas
gew

ünschte
R
esultat

Δ
Φ

=
Δ

Ψ
·|f ′(z

)| 2

61



Korollar:
B
eikonform

en
Transform

ation
gehen

harm
onische

Funktionen
in
harm

o-
nische

Funktionen
über.

A
nw
endung

konform
erTransform

ationen:
Zu
lösen

seidie
G
leichung

Δ
u

=
0
aufeinem

“kom
plizierten”G

ebiet
D
:

1)
suche

eine
konform

e
Transform

ation,die
das

G
ebiet

D
aufein

“einfa-
cheres”G

ebiet
W
transform

iert,

2)
transform

iere
die

R
andbedingungen

auf
W
und

löse
die

Laplaceglei-
chung

auf
W
,

3)
transform

iere
die

Lösung
zurück

aufdas
U
rsprungsgebiet

D
.
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B
eispiel:

E
bene

Potentialström
ung

W
ir
w
ollen

das
G
eschw

indigkeitsfeld
einer

stationären,w
irbel–

und
quel-

lenfreien
U
m
ström

ung
eines

Zylinders
berechnen.S

ei

w
:

R
2→

R
2

das
gesuchte

G
eschw

indigkeitsfeld.D
ann

giltalso

rot
w

=
∂
w

2

∂
x
−

∂
w

1

∂
y

=
0

div
w

=
∂
w

1

∂
x

+
∂
w

2

∂
y

=
0

Ist
D
⊂

R
2
einfach

zusam
m
enhängend,so

folgtaus
derersten

B
eziehung

∃
u

:
D
→

R
:
∇

u
=
−

w

beziehungsw
eise

aus
derzw

eiten
B
eziehung

∃
v

:
D
→

R
:
∇

v
=

(w
2
,−

w
1
)
T
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M
an
nennt

u
das

G
eschw

indigkeitspotentialund
v
die

Strom
funktion.

D
ie
Strom

linien
sind

dann
als

Lösungen
dergew

öhnlichen
D
G
L

y ′(x
)
=

w
2
/
w

1
gegeben

durch

v
(x

,y
)
=
const.

D
efinition:
D
ie
kom

plexe
Funktion

Φ
definiertdurch

Φ
:=

u
+

i
v

nenntm
an
kom

plexes
Ström

ungspotential.

D
as

kom
plexe

S
tröm

ungspotential
Φ

(z
)
ist
eine

holom
orphe

Funktion,
denn

es
gelten

die
C
R
–D
G
L’s

u
x −

v
y

=
−

w
1 −

(−
w

1
)
=

0

u
y
+

v
x

=
−

w
2
+

w
2

=
0
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D
as

G
eschw

indigkeitsfeld
w

läßt
sich

direkt
aus

dem
kom

plexen
S
tröm

ungspotentialberechnen:aus

Φ
′(z

)
=

u
x
+

i
v
x
=
−

w
1
+

i
w

2

folgt

w
=

w
1
+

i
w

2
=
−
Φ
′(z

)

U
nsere

physikalische
Ebene

ist

D
:=
{
z∈

C
:|z|

>
R}

,

die
M
odellebene

ist

W
:=
{
z∈

C
:
Im

z�=
0
∨
|R
e
z|

>
1}

D
ie
Joukow

ski–Funktion
f
(z

)
gegeben

durch

f
(z

)
=

12 (
zR

+
Rz )

isteine
konform

e
Transform

ation
von

D
auf

W
.
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In
der

M
odellebene

können
w
ir
annehm

en,
dass

ein
hom

ogenes
G
e-

schw
indigkeitsfeld

vorliegt,d.h.in
W
gilt

w
=
const

=
(v̄∞

,0
)
T

da
eine

unendlich
dünne

P
latte

eine
gegebene

hom
ogene

S
tröm

ung
in

R
ichtung

derreellen
A
chse

und
G
eschw

indigkeit
v̄∞

nichtbeeinflußt.
Fürdas

G
eschw

indigkeitspotentialU
(w

)
giltdann

die
G
leichung

grad
U
(w

)
=
−
(v̄∞

,0
)
T

und
daraus

folgt

U
(w

)
=
−

v̄∞
R
e

w

E
ntsprechend

ergibtsich
fürdie

S
trom

funktion
V

(w
)

grad
V

(w
)
=

(0
,−

v∞
)
T

⇒
V

(w
)
=
−

v̄∞
Im

w
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In
derphysikalischen

Ebene
können

w
irannehm

en,dass

lim
z→
∞
grad

Φ
(z

)
=
−

v∞

gilt,d.h.im
U
nendlichen

spürtdie
ungestörte

S
tröm

ung
kein

H
indernis.

W
egen

derB
eziehung

grad
Φ

(z
)
=
grad

Ψ
(f

(z
))·

f ′(z
)

folgtm
it

f ′(z
)
=

12 (
1R
−

Rz
2 )

die
B
eziehung

v̄∞
=

2
R

v∞
.

Fürdas
kom

plexe
S
tröm

ungspotentialgiltdann

Ψ
(w

)
=
−
2
R

v∞
(R
e

w
+

iIm
w
)
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W
irbetrachten

nun
die

R
ücktransform

ation
in
die

physikalische
E
bene,d.h.

Φ
(z

)
=

(Ψ
◦

f
)(z

)
=
−
2
R

v∞
(R
e

f
(z

)
+

iIm
f
(z

))

Fürdie
Joukow

ski–Funktionf
(z

)
=

12 (
zR

+
Rz )

giltoffensichtlich

R
e

f
(z

)
=

12 (
xR

+
R

x

x
2
+

y
2 )

Im
f
(z

)
=

12 (
yR
−

R
y

x
2
+

y
2 )

D
am
itergibtsich

das
G
eschw

indigkeitspotentialu
(z

)
in
derphysikalischen

E
bene

als

u
(z

)
=

u
(x

,y
)
=
−

v∞ (
x
+

R
2
x

x
2
+

y
2 )
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und
die

S
trom

funktion
lautet

v
(z

)
=

v
(x

,y
)
=
−

v∞ (
y−

R
2
y

x
2
+

y
2 )

D
as
G
eschw

indigkeitsfeld
w
um

den
Zylinderistdann

w
=
−∇

u
=
−

v∞ (
(x

2
+

y
2
)
2−

R
2
(x

2−
y
2
)

(x
2
+

y
2
)
2

,−
2
R

2
x
y

(x
2
+

y
2
)
2 )

Insbesondere
gilt:

1)
In
den

beiden
Staupunkten

(−
R

,0
)
und

(R
,0

)
istdie

G
eschw

indig-
keitgleich

N
ull,

w
(−

R
,0

)
=

w
(R

,0
)
=

(0
,0

)
T

2)
D
ie
G
eschw

indigkeitistm
axim

alin
den

beiden
P
unkten

(0
,−

R
)
und

(0
,R

)
m
it

w
m

a
x
=

2
v∞
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K
apitel3:

Kom
plexe

Integration

3.1
B
eispiele

zurkom
plexen

Integration
D
efinition:
E
ine

kom
plexw

ertige
Funktion

f
:
[a

,b]→
C
einer

reellen
Variablen

ist
integrierbar,falls

derR
eal–

und
Im
aginärteilvon

f
integrierbarsind,und

es
gilt:

b
∫a

f
(t)

d
t
:=

b
∫a

R
e
(f

(t))
d
t
+

i

b
∫a

Im
(f

(t))
d
t

Eigenschaften:
Linearität:

b
∫a

(α
f
1
(t)

+
β
f
2
(t))

d
t
=

α

b
∫a

f
1
(t)

d
t
+

β

b
∫a

f
2
(t)

d
t

(α
,β
∈

C
)

etc.
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W
eitergiltstets:

∣∣∣∣∣∣∣
b
∫a

f
(t)

d
t ∣∣∣∣∣∣∣ ≤

b
∫a

|f
(t)|d

t

B
ew
eis:

W
irsetzen

b
∫a

f
(t)

d
t
=

:
R

e
iϕ

und
erhalten

dem
nach

∣∣∣∣∣∣∣
b
∫a

f
(t)

d
t ∣∣∣∣∣∣∣

=
R

=
e −

iϕ
b
∫a

f
(t)

d
t
=

b
∫a

e −
iϕ

f
(t)

d
t
=

b
∫a

R
e
(e −

iϕ
f
(t))

d
t

≤
b
∫a

|e −
iϕ

f
(t)|d

t
=

b
∫a

|f
(t)|d

t
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Kom
plexe

Integration
analog

zu
Kurvenintegralen:

S
ei

c
:

[a
,b]

→
D
⊂

R
n
ein

stückw
eiserC

1–W
eg,

f
:

D
→

R
und

F
:
D
→

R
n
gegeben.D

ann
hatten

w
irin

A
nalysis

II/IIIdie
beiden

Kurven-
integrale

1.und
2.A

rt

∫c

f
(
x
)d

s
:=

b
∫a

f
(c(t))‖

ċ‖
d
t
bzw.

∫c

F
(
x
)

d
x

:=

b
∫a

〈
F
(c(t)),ċ(t)〉

d
t

D
efinition:
S
eiD

⊂
C
ein

G
ebiet,f

:
D
→

C
stetig

und
c
:
[a

,b]→
D
ein

stückw
eiser

C
1–W

eg.D
ann

ist

∫c

f
(z

)
d
z

:=

b
∫a

f
(c(t))ċ(t)

d
t

das
kom

plexe
Integralvon

f
(z

)
längs

derKurve
c.
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Eigenschaften:
1)
D
erW

ertdes
kom

plexen
Integrals

istunabhängig
von

derParam
etri-

sierung
derKurve.

2)
B
eiÄ

nderung
derD

urchlaufrichtung
gilt

∫−
c

f
(z

)
d
z
=
− ∫c

f
(z

)
d
z

H
ierist

(−
c)(t)

:=
c(b

+
t(a−

b)),
0
≤

t≤
1.

3)
Linearität
∫c

(α
f
(z

)
+

β
g
(z

))
d
z
=

α ∫c

f
(z

)
d
z
+

β ∫c

g
(z

)
d
z

(α
,β
∈

C
)

4)
A
dditivitätbzgl.des

Integrationsw
eges:

∫c
1
+

c
2

f
(z

)
d
z

= ∫c
1

f
(z

)
d
z
+ ∫c

2

f
(z

)
d
z
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Eigenschaften:
(Fortsetzung)

5)
E
s
giltdie

A
bschätzung
∣∣∣∣∣∣ ∫c

f
(z

)
d
z ∣∣∣∣∣∣ ≤

su
p

z∈
B
ild

(c) |f
(z

)|·
b
∫a

|ċ(t)|d
t

︸
︷︷

︸
B
ogenlänge

L
(c)

B
ew
eis

M
an
berechnetdirekt

∣∣∣∣∣∣ ∫c

f
(z

)
d
z ∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣
b
∫a

f
(c(t))ċ(t)

d
t ∣∣∣∣∣∣∣

≤
b
∫a

|f
(c(t))||ċ(t)|d

t≤
su

p
a≤

t≤
b |f

(c(t))|·
b
∫a

|ċ(t)|d
t
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B
eispiel1:
S
ei

f
(z

)
=

z
und

c(t)
=

r
e
itm

it
0
≤

t≤
2
π.D

ann
gilt

∮c

z
d
z

=

2
π

∫0

r
e
it·

( r
ie

it)
d
t

=
ir

2
2
π

∫0

e
2
it

d
t

=
ir

2
2
π

∫0

(c
o
s(2

t)
+

i
sin

(2
t))

d
t

=
−

r
2

2
π

∫0

sin
(2

t))
d
t
+

i
r
2

2
π

∫0

c
o
s(2

t))
d
t

=
0
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B
eispiel2:
S
ei

f
(z

)
=

z̄
und

c(t)
=

r
e
itm

it
0
≤

t≤
2
π.D

ann
gilt

∮c

z̄
d
z

=

2
π

∫0

r
e −

it·
( r

ie
it)

d
t
=

ir
2

2
π

∫0

d
t
=

r
2·

2
π
i

B
eispiel3:
S
ei

f
(z

)
=

1
/
z
und

c(t)
=

r
e
itm

it
0
≤

t≤
2
π.D

ann
gilt

∮c

1z
d
z
= ∮c

z̄

|z| 2
d
z

=
1r
2 ∮c

z̄
d
z
=

2
π
i

B
eispiel4:

E
s
giltm

it
c(t)

=
z
0
+

r
e
it,

0
≤

t≤
2
π
die

B
eziehung

∮c

(z−
z
0
)
n

d
z

= {
2
π
i

:
für

n
=
−
1

0
:
für

n
∈

Z
\{−

1}
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B
eispiel4:

(Fortsetzung)

∮c

(z−
z
0
)
n

d
z

=

2
π

∫0 (
r
e
it )

n·
(r

ie
it)

d
t
=

ir
n
+

1
2
π

∫0

e
i(n

+
1
)t

d
t

=
r
n
+

1 ⎛⎜⎝ −
2
π

∫0

sin
((n

+
1
)t))

d
t
+

i

2
π

∫0

c
o
s(

(n
+

1
)t))

d
t ⎞⎟⎠

=

{
2
π
i

:
für

n
=
−
1

0
:
für

n
∈

Z
\{−

1}

N
urfür

n
=
−
1
verschw

indetdas
Integralnichtund

es
gilt

∮x

1

z−
z
0

d
z

=
2
π
i

Frage:
W
oran

liegtdas?
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Satz:
Ist

f
(z

)
=

∞∑k
=

0
f
k
(z

)
eine

R
eihe

stetigerFunktionen,die
aufdem

G
ebiet

D
⊂

C
gleichm

äßig
konvergiert,und

ist
c
:
[a

,b]→
D
ein

stück-
w
eiserC

1–W
eg,so

gilt∫c

f
(z

)
d
z

=
∞∑k
=

0 ∫c

f
k
(z

)
d
z

B
ew
eis:

D
a
die

R
eihe

stetiger
Funktionen

gleichm
äßig

konvergiert,
ist

auch
die

G
renzfunktion

f
(z

)
stetig

und
daherauch

integrierbarund
∫c

f
(z

)
d
z−

n∑k
=

0 ∫c

f
k
(z

)
d
z

= ∫c

R
n
(z

)
d
z

G
leichm

äßige
Konvergenz

bedeutet:

∀
ε

>
0

:
∃

N
(ε

)
:
∀

n
≥

N
,
z∈

D
:
|R

n
(z

)|
<

ε
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Aus
dergleichm

äßigen
Konvergenz

folgtsofort
∣∣∣∣∣∣ ∫c

R
n
(z

)
d
z ∣∣∣∣∣∣ ≤

ε·
L
(c)

und
dam

it

lim
n→

∞ ∫c

R
n
(z

)
d
z

=
0

B
eispiel:
S
ei

c(t)
=

r
e
it,

0
≤

t≤
2
π
und|z

0 |
>

r.D
ann

gilt:
∮|z|=

r

d
z

z−
z
0

d
z

=
0

B
eachte:

D
erP

unkt
z
0
liegtaußerhalb

des
K
reises

c(t).
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B
eispiel:

(Fortsetzung)

M
an
berechnetdirektunterVerw

endung
dergeom

etrischen
R
eihe:

∮|z|=
r

d
z

z−
z
0

=
−

1z
0

∮|z|=
r

d
z

1
−

zz
0

=
−

1z
0

∮|z|=
r

∞∑k
=

0

1z
k0

z
k

d
z

denn
es
gilt

∣∣∣∣∣
zz
0 ∣∣∣∣∣

<
1

Aufgrund
dergleichm

äßigen
Konvergenz

gilt

1z
0

∮|z|=
r

∞∑k
=

0

1z
k0

z
k

d
z

=
∞∑k
=

0

1

z
k
+

1
0

∮|z|=
r

z
k

d
z

=
0

da
m
an
Integration

und
S
um
m
ation

vertauschen
kann.
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B
eispiel:

(Vorgriffaufdie
Laurent–R

eihe)
E
ine

R
eihe

derForm

f
(z

)
=

∞∑k
=
−∞

a
k
(z−

z
0
)
k
=

∞∑k
=

0

a
k
(z−

z
0
)
k

︸
︷︷

︸
analog

zurTaylor–R
eihe

+
−
1

∑k
=
−∞

a
k
(z−

z
0
)
k

︸
︷︷

︸
negative

Potenzen

nenntm
an
eine

Laurent–R
eihe.

S
ie
konvergiertlokalgleichm

äßig
und

absolutin
einem

K
reisring

0
≤

R
1

<
|z−

z
0 |

<
R

2

Für
R

1
<

r
<

R
2
und

c(t)
=

z
0
+

r
e
it,

0
≤

t≤
2
π
giltdaher

∮
|z−

z
0 |=

r

f
(z

)
d
z
=

∞∑k
=
−∞

a
k

∮
|z−

z
0 |=

r

(z−
z
0
)
k

d
z

=
2
π

i
a−

1
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3.2
D
erC

auchysche
H
auptsatz

W
irhatten

im
A
bschnitt3.1

m
itderKurve

c(t)
=

z
0
+

r
e
it,

0
≤

t≤
2
π

die
Aussage∮c

(z−
z
0
)
n

d
z

= {
2
π
i

:
für

n
=
−
1

0
:
für

n
∈

Z
\{−

1}

Frage:
W
ann

verschw
indetdas

Integralübergeschlossene
Kurven?

Satz:
(C
auchyscherIntegralsatz,H

auptsatz
derFunktionentheorie)

Ist
G
⊂

C
ein

einfach
zusam

m
enhängendes

G
ebiet,

f
:

G
→

C
eine

holom
orphe

Funktion
und

c
:
[a

,b]→
G
eine

geschlossene
stückw

eise
C
1–Kurve,so

giltstets
∮c

f
(z

)
d
z
=

0
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B
em
erkung:

A
lle
drei(fettgedruckten)Voraussetzungen

sind
w
ichtig

und
zusam

m
en

hinreichend:
1)
D
ie
Funktion

f
(z

)
=

z̄
istnichtholom

orph
und

es
gilt:

∮|z|=
1

z̄
d
z�=

0

2)
D
as

G
ebiet

G
=

{
z
∈

C
:

z
�=

0}
ist

nicht
einfach

zusam
-

m
enhängend

und
es
gilt:

∮|z|=
1

1z
d
z�=

0

3)
D
ie
Kurve

c
istnichtgeschlossen

und
es
gilt:

∫c

z
d
z�=

0
,

c(t)
=

e
(1

+
i)t,

0
≤

t≤
2
π
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B
ew
eis

des
C
auchyschen

Integralsatzes:
W
irsetzen

c(t)
=

(x
(t),y

(t))
T
und

f
(x

,y
)
=

u
(x

,y
)
+

i
v
(x

,y
):

∮c

f
(z

)
d
z

=

b
∫a

(u
ẋ−

v
ẏ
)
d
t
+

i

b
∫a

(u
ẏ
+

v
ẋ
)

d
t

=

∮c (
u−
v )

d
x

+
i ∮c (

vu )
d
x

B
eibeiden

Vektorfelder
(u

,−
v
)
T
und

(v
,u

)
T
istw

egen
derC

R
–D
G
L’s
die

Integrabilitätsbedingung
erfüllt:

rot (
u−
v )

=
u

y
+

v
x
=

0
,
rot (

vu )
=

v
y −

u
x
=

0

D
aher

existiert
ein

Potential
und

beide
Integrale

sind
w
egen

der
ge-

schlossenen
Kurve

c
identisch

gleich
N
ull.

84



Korollar:
Ist

G
⊂

C
einfach

zusam
m
enhängend,

f
(z

)
holom

orph
auf

G
und

c
1
,c

2
:
[a

,b]→
G
,so

folgtaus
c
1
(a

)
=

c
2
(a

)
und

c
1
(b)

=
c
2
(b)

direkt
∫c
1

f
(z

)d
z

= ∫c
2

f
(z

)
d
z

d.h.das
Integral ∫c

f
(z

)
d
z
istw

egunabhängig.

Satz:
(Existenz

einerStam
m
funktion)

S
ei

G
⊂

C
,
f
(z

)
holom

orph
auf

G
,
z
0
∈

G
ein

festerP
unktund

setze
für

z∈
G

F
(z

)
:= ∫c

z

f
(ξ

)
d
ξ

m
iteinerbeliebigen

stückw
eisenC

1–Kurve,die
z
0
und

z
verbindet.

D
ann

ist
F
(z

)
eine

Stam
m
funktion

von
f
(z

),d.h.es
gilt

F
′(z

)
=

f
(z

)
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B
ew
eis:

E
s
gilt

F
(z

+
h
)−

F
(z

)

h
=

1h

z
+

h
∫z

f
(ξ

)
d
ξ
=

1h

1∫0

f
(z

+
th

)h
d
t

=

1∫0

f
(z

+
th

)
d
t

D
araus

folgt
∣∣∣∣∣ F

(z
+

h
)−

F
(z

)

h
−

f
(z

) ∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
1∫0

(f
(z

+
th

)−
f
(z

))
d
t ∣∣∣∣∣∣∣

≤
su

p
t∈

[0
,1

] |f
(z

+
th

)−
f
(z

)|→
0

für
h
→

0.
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Korollar:
Ist

f
(z

)
aufeinem

einfach
zusam

m
enhängenden

G
ebiet

G
holom

orph
und

F
(z

)
eine

S
tam

m
funktion

von
f
(z

),so
giltfüralle

stückw
eisenC

1–Kurven
c
:
[a

,b]→
G

∫c

f
(z

)
d
z

=
F
(c(b))−

F
(c(a

))

B
eispiel:
W
irbetrachten

m
it

a
,b∈

R
,
a
,b

>
0
das

Integral
a
+

i
b

∫a−
i
b

d
z

z
2

D
ie
Funktion

f
(z

)
=

1
/
z
2
ist

holom
orph

auf
dem

einfach
zusam

-
m
enhängenden

G
ebiet

G
m
it

G
=

C
\{

x
∈

R
:

x
≤

0}
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D
am
itistobenstehendes

Integralw
egunabhängig.

B
eachte:D

as
G
ebiet

G
istgerade

die
kom

plexe
E
bene

ohne
die

negative
reelle

A
chse.

Integration:
W
irsetzen

c(t)
=

a
+

i
t,−

b≤
t≤

b
und

erhalten

∫c

d
z

z
2

=

b
∫−
b

i

(a
+

i
t)

2
d
t
=
−

1

a
+

i
t ∣∣∣∣ b−

b

=
1

a−
i
b −

1

a
+

i
b
=

2
ib

a
2
+

b
2

Stam
m
funktion:

a
+

i
b

∫a−
i
b

d
z

z
2

= (−
1z ) ∣∣∣∣ a

+
i
b

a−
i
b
=

2
ib

a
2
+

b
2
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B
em
erkung:

A
nstelle

des
einfachen

Zusam
m
enhangs

genügtes,im
C
auchyschen

Inte-
gralsatz

zu
fordern,dass

c
nullhom

otop
ist,d.h.sich

in
G
stetig

aufeinen
P
unktzusam

m
enziehen

läßt.

D
erB

egriffhom
otope

W
ege

w
ird
aufFolie

erklärt.

Folgerung
aus

dem
C
auchyschen

Integralsatz:

S
ei

f
(z

)
holom

orph
aufeinem

G
ebiet

G
.D
ann

giltfürzw
eigeschlossene

W
ege

c
und

c̃:c,c̃
hom

otop
⇒

∮c

f
(z

)
d
z
= ∮c̃

f
(z

)
d
z
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B
eispiel:

Fürjede
einfach

geschlossene
Kurve

c,die
den

P
unkt

z
0
∈

C

(einm
al)im

positiven
S
inn

um
läuft,gilt
∮c

d
z

z−
z
0

=
2
π
i

D
enn

c(t)
isthom

otop
zu

c̃(t)
=

z
0
+

e
it,

0
≤

t≤
2
π.

D
efinition:
Füreine

geschlossene,stückw
eiseC

1–Kurve
c
:
[a

,b]→
C
\{

z
0 }
heißt

U
m
l(c,z

0
)
:=

1

2
π
i ∮c

d
z

z−
z
0

die
U
m
laufzahlvon

c
bezüglich

des
P
unktes

z
0 .

D
ie
U
m
laufzahliststets

eine
ganze

Zahlund
gibtan,w

ie
oftderW

eg
c
den

P
unkt

z
0
in
m
athem

atisch
positivem

S
inne

um
läuft.
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3.3
D
ie
C
auchysche

Integralform
el,Taylor–Entw

icklung

Satz:
(C
auchysche

Integralform
el)

S
eif

(z
)
holom

orph
aufeinem

G
ebiet

G
,
z
0 ∈

G
und

c
:
[a

,b]→
G
\{

z
0 }

ein
zum

P
unkt

z
0
hom

otoperW
eg,der

z
0
im
positiven

S
inn

einm
alum

läuft.
D
ann

gilt

f
(z

0
)
=

1

2
π
i ∮c

f
(z

)

z−
z
0

d
z

B
ew
eis:

D
erW

eg
c
läßtsich

innerhalb
von

G
\{

z
0 }
aufeinen

K
reis

k
r (t)

=
z
0
+

r
e
it,

0
≤

t≤
2
π
zusam

m
enziehen.D

ahergilt

∮c

f
(z

)

z−
z
0

d
z

= ∮k
r

f
(z

)

z−
z
0

d
z

=

2
π

∫0

f
(z

0
+

r
e
it)

r
e
it

ir
e
it

d
t
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∮c

f
(z

)

z−
z
0

d
z

=
∮k
r

f
(z

)

z−
z
0

d
z

=

2
π

∫0

f
(z

0
+

r
e
it)

r
e
it

ir
e
it

d
t

=
i

2
π

∫0

f
(z

0
+

r
e
it)

d
t

Im
G
renzfallr→

0
erhalten

w
iroffensichtlich

die
B
eziehung

i

2
π

∫0

f
(z

0
+

r
e
it)

d
t→

2
π
if

(z
0
)

D
a
das

Integral ∮c

f
(z

)
z−

z
0

d
z
aberunabhängig

von
r
ist,folgt

∮c

f
(z

)

z−
z
0

d
z

=
2
π
if

(z
0
)
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B
em
erkung:

1)
Füreinen

beliebigen
z
0 –hom

otopen
W
eg
in

G
\{

z
0 },derden

P
unkt

z
0
nichtnotw

endigerw
eise

genau
einm

aldurchläuft,gilt
∮c

f
(z

)

z−
z
0

d
z
=

2
π
i·U

m
l(c,z

0
)·

f
(z

0
)

2)
N
ützlich

istfolgende
heuristische

H
erleitung:aus

derTaylor–Form
el

f
(z

)
=

f
(z

0
)
+

∞∑k
=

1

f
(k

)(z
0
)

k
!

(z−
z
0
)
k

folgt

f
(z

)

z−
z
0

=
f
(z

0
)

z−
z
0

+
∞∑k
=

1

f
(k

)(z
0
)

k
!

(z−
z
0
)
k−

1
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2)
(Fortsetzung)
Form

alerhalten
w
irdam

it
∮c

f
(z

)

z−
z
0

d
z

=

∮c

f
(z

0
)

z−
z
0

d
z
+

∞∑k
=

1 ∮c

f
(k

)(z
0
)

k
!

(z−
z
0
)
k−

1
d
z

︸
︷︷

︸
=

0

=
2
π
i·

f
(z

0
)

B
eispiel:
Zu
berechnen

seidas
Integral∮c

1

1
+

z
2

d
z
,

w
obei

c
die

A
chterkurve

bezeichnet,die
den

P
unkt

z
1

=
ieinm

alim
posi-

tiven
S
inn,den

P
unkt

z
2

=
−

ieinm
alim

negativen
S
inn

um
läuft.
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1)
B
erechnung

m
ittels

Partialbruchzerlegung
∮c

1

1
+

z
2

d
z

=

∮c

1

(z
+

i)(z−
i)

d
z
=

i2 ∮c (
1

z
+

i −
1

z−
i )

d
z

=
i2 ∮c

d
z

z
+

i −
i2 ∮c

d
z

z−
i

=
i2
(−

2
π
i)−

i2
(2

π
i)

=
2
π

2)
B
erechnung

m
ittels

C
auchyscherIntegralform

el

∮c

1

1
+

z
2

d
z

=
∮c
1 (

1
z
+

i )
z−

i
d
z
+ ∮c

2 (
1

z−
i )

z
+

i
d
z

=
2
π
i (

1

i
+

i )
−

2
π
i (

1

−
i−

i )
=

2
π
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Folgerungen
aus

derC
auchyschen

Integralform
el:

Korollar1:
(M
ittelw

erteigenschaft)

Ist
f
(z

)
holom

orph
aufdem

G
ebiet

G
,so

giltfür
z
0 ∈

G
,
K

r (z
0
)⊂

G
die

M
ittelw

ertform
el

f
(z

0
)
=

12
π

2
π

∫0

f
(z

0
+

r
e
it)

d
t

Korollar2:
(M
axim

um
prinzip)

1)
Ist

f
(z

)
holom

orph
auf

G
und

besitzt|f
(z

)|sein
M
axim

um
in

z
0 ∈

G
,

dann
ist

f
(z

)
eine

konstante
Funktion.

2)
Ist

f
(z

)
stetig

auf
Ḡ
und

holom
orph

auf
G
,so

nim
m
t|f

(z
)|sein

M
a-

xim
um

stets
aufdem

R
and

∂
G
an.
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Korollar3:
(Fundam

entalsatz
derA

lgebra)

Ist
p
(z

)
=

n∑k
=

0
a

k
z
k
ein

Polynom
vom

G
rad

n
≥

1
und

a
n
�=

0,so
besitzt

p
(z

)
w
enigstens

eine
N
ullstelle

in
C
.

B
ew
eis:

A
nnahm

e:das
Polynom

besitztkeine
N
ullstelle.D

ann
istdie

Funktion

f
(z

)
:=

1

p
(z

)

holom
orph

aufganz
C
.N
un
gilt

|f
(z

)|
=

∣∣∣∣∣
1

a
n
z
n
+

a
n−

1
z
n−

1
+

...
+

a
0 ∣∣∣∣∣

=
1

|z| n
· ∣∣∣∣∣∣

1

a
n
+

a
n−

1
1z
+

...
+

a
0

1z
n ∣∣∣∣∣∣
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Im
G
renzfallz→

∞
erhalten

w
iralso

lim
z→
∞
|f

(z
)|

=
0

D
aherm

uss|f
(z

)|in
einem

P
unkt

z
0
∈

C
das

M
axim

um
annehm

en
und

nach
dem

M
axim

um
prinzip

folgt
f
(z

)
=
const.

D
em
nach

istauch
p
(z

)
=
constund

w
irsetzen

p
(z

)
:=

α

E
s
giltdann

a
n
z
n
+

a
n−

1
z
n−

1
+

...
+

a
0

=
α

und
w
ir
erhalten

durch
Koeffizientenvergleich

a
n

=
0,also

einen
W
ider-

spruch.
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Satz:
(Taylor–Entw

icklung
kom

plexerFunktionen)

1)
Ist

f
(z

)
aufeinem

G
ebiet

G
⊂

C
holom

orph,
z
0
∈

G
,so

ist
f
(z

)
in

jedem
K
reis

K
r (z

0
)⊂

G
in
eine

Potenzreihe
entw

ickelbar

f
(z

)
=

∞∑k
=

0

a
k
(z−

z
0
)
k
,
|z−

z
0 |

<
r

D
en
P
unkt

z
0
nenntm

an
den

Entw
icklungspunkt.

Insbesondere
ist

f
(z

)
auf

G
beliebig

oftdifferenzierbarm
it

f ′(z
)
=

∞∑k
=

1

k
a

k
(z−

z
0
)
k−

1

2)
D
ie
Koeffizienten

a
k
derPotenzreihe

sind
gegeben

durch

a
k
=

1k
! f

(k
)(z

0
)
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Satz:
(Fortsetzung)

3)
Fürden

Konvergenzradius
R
derTaylor–R

eihe
gilt

R
≥

su
p{

r
>

0
:

K
r (z

0
)⊂

G}
4)
A
nalog

zurC
auchyschen

Integralform
el

f
(z

0
)
=

1

2
π
i

∮
|z−

z
0 |=

r

f
(z

)

z−
z
0

d
z

giltfürdie
A
bleitungen

von
f
(z

)
die

Form
el

f
(n

)(z
0
)
=

n
!

2
π
i

∮
|z−

z
0 |=

r

f
(z

)

(z−
z
0
)
n
+

1
d
z

(Verallgem
einerte

C
auchysche

Integralform
el)
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B
ew
eis

Teil4):
N
ach

derC
auchyschen

Integralform
elgilt

f
(z

0
)
=

1

2
π
i

∮
|ζ−

z
0 |=

r

f
(ζ

)

ζ−
z
0

d
ζ

w
obeiderK

reis|ζ−
z
0 |

=
r
einm

alim
positiven

S
inn

durchlaufen
w
ird.

Liegtnun
z
innerhalb

dieses
K
reises,d.h.|z−

z
0 |

<
r,so

folgtebenfalls

f
(z

)
=

1

2
π
i

∮
|ζ−

z
0 |=

r

f
(ζ

)

ζ−
z

d
ζ

W
irschreiben

nun
1

ζ−
z

=
1

ζ−
z
0 ·

ζ−
z
0

(ζ−
z
0
)−

(z−
z
0
)

=
1

ζ−
z
0 ·

1

1
− (

z−
z
0

ζ−
z
0 )
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D
erletzte

Ausdruck
aufderrechten

S
eite

istderG
renzw

ertdergeom
etri-

schen
R
eihe,d.h.

1

1
− (

z−
z
0

ζ−
z
0 )

=
∞∑k
=

0 (
z−

z
0

ζ−
z
0 )

k

und
w
irerhalten

dam
it1

ζ−
z

=
1

ζ−
z
0 ·

∞∑k
=

0 (
z−

z
0

ζ−
z
0 )

k

Fürden
Integranden

in
obenstehendem

Integralfolgt

f
(ζ

)

ζ−
z

=
∞∑k
=

0

f
(ζ

)

(ζ−
z
0
)
k
+

1 ·
(z−

z
0
)
k
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Fürdie
Integralform

elergibtsich
dam

it

f
(z

)
=

1

2
π
i

∮
|ζ−

z
0 |=

r

∞∑k
=

0

f
(ζ

)

(ζ−
z
0
)
k
+

1 ·
(z−

z
0
)
k

d
ζ

D
a
die

Potenzreihe
gleichm

äßig
konvergiert,

kann
m
an

S
um
m
ation

und
Integration

vertauschen
und

w
irerhalten

f
(z

)
=

∞∑k
=

0 ⎡⎢⎢⎣
1

2
π
i

∮
|ζ−

z
0 |=

r

f
(ζ

)

(ζ−
z
0
)
k
+

1
d
ζ ⎤⎥⎥⎦

(z−
z
0
)
k

E
in
Koeffizientenvergleich

in
derPotenzreihe

ergibtw
egen

2)

1k
! f

(k
)(z

0
)
=

a
k
=

1

2
π
i

∮
|ζ−

z
0 |=

r

f
(ζ

)

(ζ−
z
0
)
k
+

1
d
ζ

und
dam

itdie
verallgem

einerte
C
auchysche

Integralform
el.
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Satz:
(C
auchysche

U
ngleichung)

S
eif

(z
)
holom

orph
auf

G
,
z
0 ∈

G
,
K

r (z
0
)⊂

G
.Fürdie

Koeffizienten
der

Taylor–E
ntw

icklung
von

f
(z

)
um

z
0
giltdann

die
A
bschätzung

∣∣∣∣
1n
! f

(n
)(z

0
) ∣∣∣∣ ≤

M
(r

)

r
n

m
it

M
(r

)
=

m
a
x

|z−
z
0 |=

r |f
(z

)|

B
ew
eis:

Aus
derverallgem

einerten
C
auchyschen

Integralform
el

f
(n

)(z
0
)
=

n
!

2
π
i

∮
|z−

z
0 |=

r

f
(z

)

(z−
z
0
)
n
+

1
d
z
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folgtdirekt∣∣∣∣
1n
! f

(n
)(z

0
) ∣∣∣∣
≤

12
π
·

m
a
x

|z−
z
0 |=

r (
|f

(z
)|

|z−
z
0 | n

+
1 )
·
2
π
r

=
1r
n
·
M

(r
)

Satz:
(Satz

von
Liouville)

Ist
f
(z

)
holom

orph
und

beschränktauf
C
,so

ist
f
(z

)
konstant.

B
ew
eis:

Aus
derC

auchyschen
U
ngleichung

folgtim
G
renzw

ert
r→

∞
:

f
(n

)(z
)
=

0
∀

z∈
C

,
n
≥

1

D
am
itistauch

f ′(z
)
=

0
füralle

z∈
C
und

f
(z

)
=
const.
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3.4
Singularitäten,R

esiduen

Satz:
(Laurent–E

ntw
icklung)

1)
S
ei

f
(z

)
aufeinem

G
ebiet

G
⊂

C
holom

orph,
z
0
∈

C
(E
ntw

icklungs-
punkt),

0
<

r̄
<

R̄
m
it

K
r̄
,R̄

(z
0
)
:=
{
z

:
r̄

<
|z−

z
0 |

<
R̄}⊂

G

D
ann

ist
f
(z

)
auf

K
r̄
,R̄

(z
0
)
in
eine

Laurent–R
eihe

entw
ickelbar:

f
(z

)
=

∞∑k
=
−∞

a
k
(z−

z
0
)
k
,

r̄
<
|z−

z
0 |

<
R̄

2)
Fürdie

Koeffizienten
gilt(r̄

<
ρ

<
R̄
)

a
k
=

1

2
π
i

∮
|ζ−

z
0 |=

ρ

f
(ζ

)

(ζ−
z
0
)
k
+

1
d
ζ

(k
∈

Z
)
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Satz:
(Fortsetzung)

3)
D
ie
R
eihe

konvergiert
innerhalb

des
größten

K
reisringes

K
r,R

(z
0
),

dernoch
innerhalb

von
G
liegt,in

jedem
kleineren

(kom
pakten)K

reis-
ring

K
ρ
1
,ρ

2 (z
0
)
istdie

Konvergenz
absolutund

gleichm
äßig.

B
ew
eis:

G
egeben

seiein
K
reisring

K
r,R

(z
0
)⊂

G
,
r̄

<
r

<
R

<
R̄
m
itden

beiden
R
ändern

c
r (t)

:=
z
0
+

r
e
it,

0
≤

t≤
2
π

c
R
(t)

:=
z
0
+

R
e
it,

0
≤

t≤
2
π

B
ehauptung:
N
ach

dem
C
auchyschen

Integralsatzes
giltfüreinen

P
unkt

z
∈

K
r,R

(z
0
)

die
B
eziehung

f
(z

)
=

1

2
π
i ∮c

R

f
(ζ

)

ζ−
z

d
ζ−

1

2
π
i ∮c

r

f
(ζ

)

ζ−
z

d
ζ
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S
eien

dazu
die

beiden
Kurven

c
1
und

c
2
definiertw

ie
aufderFolie

ange-
geben.D

ann
gilt:

∮c
R

f
(ζ

)

ζ−
z

d
ζ− ∮c

r

f
(ζ

)

ζ−
z

d
ζ

=
∮c
1

f
(ζ

)

ζ−
z

d
ζ
+ ∮c

2

f
(ζ

)

ζ−
z

d
ζ

=
2
π
i·

f
(z

)
+

0

W
irversuchen

nun,fürdie
beiden

Kurvenintegrale
eine

R
eihendarstellung

herzuleiten:

S
eizunächst

ζ
ein

P
unktauf

c
R
,d.h.|ζ−

z
0 |

>
|z−

z
0 |.D

ann
gilt

1

ζ−
z

=
1

ζ−
z
0 ·

ζ−
z
0

(ζ−
z
0
)−

(z−
z
0
)

=
1

ζ−
z
0 ·

1

1
− (

z−
z
0

ζ−
z
0 )

=
1

ζ−
z
0 ·

∞∑k
=

0 (
z−

z
0

ζ−
z
0 )

k
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S
etztm

an
diese

Form
elin

das
Kurvenintegralein,so

folgtdirekt

1

2
π
i ∮c

R

f
(ζ

)

ζ−
z

d
ζ

=
∞∑k
=

0 ⎡⎢⎣
1

2
π
i ∮c

R

f
(ζ

)

(ζ−
z
0
)
k
+

1
d
ζ ⎤⎥⎦

(z−
z
0
)
k

S
einun

ζ
ein

P
unktauf

c
r ,d.h.|ζ−

z
0 |

<
|z−

z
0 |.D

ann
gilt

1

ζ−
z

=
1

z−
z
0 ·

z−
z
0

(ζ−
z
0
)−

(z−
z
0
)

=
−

1

z−
z
0 ·

1

1
− (

ζ−
z
0

z−
z
0 )

=
−

1

z−
z
0 ·

∞∑k
=

0 (
ζ−

z
0

z−
z
0 )

k

=
−

−
1

∑m
=
−∞

(z−
z
0
)
m

(ζ−
z
0
)
m

+
1

(m
=
−
(k

+
1
))
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E
insetzen

in
das

Kurvenintegralüber
c
r
ergibtdem

nach

1

2
π
i ∮c

r

f
(ζ

)

ζ−
z

d
ζ

=
−

−
1

∑k
=
−∞ ⎡⎣

1

2
π
i ∮c

r

f
(ζ

)

(ζ−
z
0
)
k
+

1
d
ζ ⎤⎦

(z−
z
0
)
k

A
ddiertm

an
nun

beide
R
eihendarstellungen,so

folgt

f
(z

)
=

∞∑k
=
−∞

a
k
(z−

z
0
)
k
,

r≤
|z−

z
0 |≤

R

w
obeidie

Koeffizienten
durch

a
k
= ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2
π
i ∮c

R

f
(ζ

)

(ζ−
z
0
)
k
+

1
d
ζ

:
k

=
0
,1

,2
,...

1

2
π
i ∮c

r

f
(ζ

)

(ζ−
z
0
)
k
+

1
d
ζ

:
k

=
−
1
,−

2
,−

3
,...

gegeben
sind.
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N
ach

dem
C
auchyschen

Integralsatz
giltdann

auch

a
k
=

1

2
π
i

∮
|ζ−

z
0 |=

ρ

f
(ζ

)

(ζ−
z
0
)
k
+

1
d
ζ

(k
∈

Z
)

fürein
beliebiges

ρ∈
[r,R

].

B
em
erkung:

1)
D
ie
Laurent–E

ntw
icklung

von
f
(z

)
ist
bei

vorgegebenem
K
reisring

eindeutig
bestim

m
t.

2)
Ist

f
(z

)
holom

orph
im
gesam

ten
K
reis

K
R̄
(z

0
),so

giltaufgrund
des

C
auchyschen

Integralsatzes
für

k
=
−
1
,−

2
,−

3
,...die

B
eziehung

a
k
=

0

und
die

Laurent–E
ntw

icklung
stim

m
tdann

m
itderTaylor–E

ntw
icklung

überein.
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B
eispiel:
W
irbetrachten

die
Funktion

f
(z

)
=

sin
z

z
2

m
itE
ntw

icklungspunkt
z
0

=
0
und

K
reisring

0
<
|z|

<
∞
.

M
itderTaylor–E

ntw
icklung

sin
z

=
∞∑k
=

0

(−
1
)
k

z
2
k
+

1

(2
k
+

1
)!

erhalten
w
irdie

Laurent–R
eihe

f
(z

)
=

sin
z

z
2

=
∞∑k
=

0

(−
1
)
k

z
2
k−

1

(2
k
+

1
)!

=
1z
−

z3
!
+

z
3

5
! −

...
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B
eispiel:

W
irbetrachten

die
Funktion

f
(z

)
=

1

(z
+

1
)(z−

2
)

m
itE
ntw

icklungspunkt
z
0

=
0.D

erN
ennerhatzw

eiN
ullstellen

in
z

=
−
1

und
z

=
2.
E
s
existieren

daher
dreiLaurent–E

ntw
icklungen,näm

lich
in

|z|
<

1,in
1

<
|z|

<
2,und

in|z|
>

2.
Fürden

K
reisring

1
<
|z|

<
2
giltetw

a:

f
(z

)
=

13
·

1

z−
2
−

13
·

1

z
+

1
=
−

16
·

1

1
−

z
/
2
−

13
z ·

1

1
+

1
/
z

=

(−
16 )
·
∞∑k
=

0 (
z2 )

k−
13
z ·

∞∑k
=

0 (−
1z )

k

=
−
1

∑k
=
−∞

(−
1
)
k

3
·
z
k
+

∞∑k
=

0 (
−
1

3
·
2

k
+

1 )
·
z
k
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D
efinition:

S
ei

f
(y

)
holom

orph
auf

einem
G
ebiet

G
.
E
in
P
unkt

z
0
∈

C
heißt

isolierte
Singularität

von
f
(z

),
falls

ein
r

>
0
existiert

m
it

K
0
,r (z

0
)⊂

G
.

Ist
f
(z

)
= ∑

a
k
(z−

z
0
)
k
die

Laurent–E
ntw

icklung
in

K
0
,r (z

0
),so

nennt
m
an

1)
den

P
unkt

z
0
eine

hebbare
Singularität,falls

a
k

=
0
füralle

k
<

0

gilt,

2)
den

P
unkt

z
0
einen

PolderO
rdnung

m
∈

N
,falls

gilt

a−
m
�=

0
∧

∀
k

<
−

m
:

a
k
=

0

3)
den

P
unkt

z
0
eine

w
esentliche

Singularität,falls
a

k
�=

0
fürunend-

lich
viele

k
<

0
gilt.
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B
eispiele:
1)
D
erP

unkt
z
0

=
0
isteine

hebbare
S
ingularitätderFunktion

f
(z

)
=

sin
z

z
,

denn
die

Taylor–E
ntw

icklung
lautet

sin
z

z
=

1
−

z
2

3
!
+

z
4

5
! −

...

2)
D
ie
Funktion

f
(z

)
=

sin
z

z
2

hatin
z
0

=
0
einen

PolderO
rdnung

1.

3)
R
ationale

Funktionen
haben

keine
w
esentlichen

S
ingularitäten:sei

f
(z

)
=

p
(z

)

q
(z

)
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eine
rationale

Funktion.
D
ie
S
ingularitäten

sind
die

N
ullstellen

von
q
(x

).Istnun
z
0
eine

m
–fache

N
ullstelle

von
q
(z

),so
gilt

q
(z

)
=

(z−
z
0
)
m

r
(z

),
r
(z

0
)�=

0
→

f
(z

)
=

1

(z−
z
0
)
m
·
g
(z

),

w
obei

g
holom

orph
in

z
0
ist.D

araus
folgt

f
(z

)
=

1

(z−
z
0
)
m

∞∑k
=

0

a
k
(z−

z
0
)
k

d.h.
z
0
istein

Polder
O
rdnung

≤
m
oder

eine
hebbare

S
ingularität,

falls
a
0

=
a
1

=
...a

m
−
1

=
0.

4)
D
ie
Funktion

f
(z

)
=

e
1
/
z
hatin

z
0

=
0
eine

w
esentliche

S
ingularität,

denn
es
gilte

1
/
z
=

1
+

11
! (

1z )
+

12
! (

1z )
2

+
13
! (

1z )
3

+
...
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Satz:
(K
lassifikation

von
S
ingularitäten)

1)
Ist

z
0
eine

habbare
S
ingularität,

so
existiert

der
G
renzw

ert
lim

z→
z
0
f
(z

).D
ie
Funktion

f̃
(z

)
= {

f
(z

)
:

z�=
z
0

lim
z→

z
0
f
(z

)
:

z
=

z
0

isteine
holom

orphe
Fortsetzung

von
f
(z

).

2)
Ist

f
(z

)
in
einerU

m
gebung

von
z
0
beschränkt,so

ist
z
0
eine

hebbare
S
ingularität.

3)
Ist

z
0
ein

Polvon
f
(z

),so
gilt

lim
z→

z
0
f
(z

)
=
∞

4)
Ist

z
0
eine

w
esentliche

S
ingularität

von
f
(z

),
so

bildet
f
(z

)
jeden

K
reisring

K
0
,ε (z

0
)
auf

C
oder

C
\{

a}
ab.
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3.5
Kom

plexe
Partialbruchzerlegung,R

esiduensatz
D
efinition:

B
esitztdie

Funktion
f
(z

)
beiz

0
die

Laurent–E
ntw

icklung

f
(z

)
=

∞∑−∞
a

k
(z−

z
0
)
k
,

0
<
|z−

z
0 |

<
r,

so
nenntm

an

h
(z

;
z
0
)
:=

−
1

∑−∞
a

k
(z−

z
0
)
k

den
H
auptteilvon

f
(z

)
zum

E
ntw

icklungspunkt
z
0 .

Satz:
Ist

r
(z

)
=

p
(z

)/
q
(z

)
eine

rationale
Funktion,w

obeiderG
rad

des
Zählers

echtkleiner
als

der
G
rad

des
N
enners

ist,und
sind

z
1
,...,z

m
die

(ver-
schiedenen)N

ullstellen
von

q
(z

),so
gilt

r
(z

)
=

h
(z

;
z
1
)
+

...
+

h
(z

;
z
m
)
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B
ew
eis:

Idee:
W
irzeigen,dass

die
Funktion

g
(z

)
definiertdurch

g
(z

)
:=

r
(z

)−
m∑j
=

1

h
(z

;
z
j )

beschränktund
auf

ganz
C
holom

orph
ist.N

ach
dem

S
atz

von
Liouville

folgtdann,dass
g
(z

)
konstantist.M

it
lim

z→
∞

g
(z

)
=

0,folgtdann
die

B
e-

hauptung.

O
ffensichtlich

ist
g
(z

)
holom

orph
auf

dem
D
efinitionsbereich

C
\

{
z
1
,...,z

m }
und

die
H
auptteile

der
Laurent–E

ntw
icklungen

zu
den

E
nt-

w
icklungspunkten

z
1
,...,z

m
verschw

inden
identisch.

D
em
nach

sind
die

P
unkte

z
1
,...,z

m
hebbare

S
ingularitäten

und
g
(z

)
ist

holom
orph

aufganz
C
.W
egen

grad
p

<
grad

q
folgt

lim
z→
∞

r
(z

)
=

0
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und
dam

itauch

lim
z→
∞

g
(z

)
=

0

A
lso

ist
g
(z

)
beschränktund

holom
orph

aufganz
C
.N
ach

dem
S
atz

von
Liouville

folgt

g
(z

)
=
const

und
aufgrund

des
G
renzverhaltens

für
z→

∞
folgt

g
(z

)
=

0

A
nw
endung

des
Satzes:

D
ie
Partialbruchzerlegung

einerkom
plexen

rationalen
Funktion

kann
über

die
H
auptteile

der
Laurent–E

ntw
icklungen

berechnet
w
erden,

w
obeidie

E
ntw

icklungspunkte
gerade

die
S
ingularitäten

derrationalen
Funktion

sind.
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B
eispiel:
M
an
bestim

m
e
die

Partialbruchzerlegung
derFunktion

f
(z

)
=

4

(z
+

1
)
2
(z−

1
)

D
er
N
enner

besitzt
die

beiden
N
ullstellen

z
=
−
1
und

z
=

1.
W
ir
be-

stim
m
en
daherdie

H
auptteile

derLaurent–E
ntw

icklungen
um

gerade
die-

se
beiden

P
unkte.

1)Für
z
=
−
1
schreibtm

an

f
(z

)
=

1

(z
+

1
)
2 ·

4

z−
1

︸︷︷︸
g
(z

)

N
un
ist

g
(z

)
in
einerU

m
gebung

des
P
unktes

z
=
−
1
holom

orph
und

kann
in
eine

Taylor–R
eihe

entw
ickeltw

erden.E
s
giltdaher

f
(z

)
=

1

(z
+

1
)
2 · (−

2
−

(z
+

1
)
+

O
((z

+
1
)
2
) )
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und
w
irerhalten

dam
it

f
(z

)
=
−

2

(z
+

1
)
2 −

1

z
+

1
︸

︷︷
︸

h
(z

;−
1
)

+
...

2)A
nalog

schreiben
w
irfürden

P
unkt

z
=

1

f
(z

)
=

1

z−
1
·

4

(z
+

1
)
2

︸
︷︷

︸
g
(z

)

und
erhalten

durch
Taylor–E

ntw
icklung

f
(z

)
=

1

z−
1
· (

1
−

(z−
1
)
+

O
((z−

1
)
2
) )

=
1

z−
1

︸︷︷︸
h
(z

;−
1
) −

1
+

...
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D
em
nach

istdie
kom

plexe
Partialbruchzerlegung

von
f
(z

)
gegeben

durch

f
(z

)
=
−

2

(z
+

1
)
2 −

1

z
+

1
+

1

z−
1

D
efinition:
Ist

z
0
eine

isolierte
S
ingularitätvon

f
(z

),
so
besitzt

f
(z

)
eine

Laurent–
E
ntw

icklung
zum

P
unkt

z
0 ,d.h.

f
(z

)
=

∞∑−∞
a

k
(z−

z
0
)
k
,

0
<
|z−

z
0 |

<
r

M
an
nenntdann

R
es

(f
;
z
0
)
:=

a−
1

das
R
esiduum

von
f
(z

)
in

z
0 .
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Satz:
(R
esiduensatz)

S
ei

G
ein

G
ebiet,

f
:

G
\{

z
1
,...,z

m }
→

C
seiholom

orph,
c
eine

ge-
schlossene,stückw

eiseC
1–Kurve

in
G
\{

z
1
,...,z

m },die
in

G
nullhom

o-
top

ist,d.h.innerhalb
von

c
liegen

höchstens
die

isolierten
S
ingularitäten

z
1
,...,z

m
.D
ann

gilt
∮c

f
(z

)
d
z

=
2
π
i

m∑k
=

1

U
m
l(c;

z
k
)·R

es
(f

;
z
k
)

B
ew
eis(idee):

E
ine

S
kizze

zurB
ew
eisidee

findetm
an
aufderFolie.

1)
Zunächstgenügtes,die

S
ingularitäten,die

innerhalb
von

c
liegen,zu

untersuchen,da
sonstdie

U
m
laufzahlN

ullist.
2)
M
an

zerlegt
c
in
geschlossene

Kurven
c
1
,...,c

s ,
sodass

jede
dieser

Kurven
c
j
nurS

ingularitäten
m
itgleicherU

m
laufzahllj

enthält.
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3)Jede
Kurve

c
j
istinnerhalb

von
G
\{

z
1
,...,z

m }
hom

otop
zu
einer

lj –
fach

durchlaufenen
einfach

geschlossenen
Kurve

c̃
j ,siehe

Zeichnung
auf

Folie.

D
araus

folgt∮c

f
(z

)
d
z
=

s
∑j
=

1 ∮c
j

f
(z

)
d
z

=
s
∑j
=

1

lj · ∮c̃
j

f
(z

)
d
z

4)
Jeder

einfach
geschlossene

W
eg

c̃
j
kann

in
eine

S
um
m
e
von

K
reisen

um
die

S
ingularitäten

innerhalb
von

c̃
j
zerlegt

w
erden,

siehe
Zeichnung

aufFolie.

D
araus

folgt∮c

f
(z

)
d
z

=
m∑k
=

1

U
m
l(c;

z
k
)

∮
|z−

z
k |=

ρ
k

f
(z

)
d
z

125



M
itderLaurent–E

ntw
icklung

um
z
k
giltaber

∮
|z−

z
k |=

ρ
k

f
(z

)
d
z

=

∮
|z−

z
k |=

ρ
k

∞∑j
=
−∞

a
j (z−

z
k
)
j
d
z

=
∞∑j

=
−∞

a
j ·

∮
|z−

z
k |=

ρ
k

(z−
z
k
)
j
d
z

=
2
π
i·

a−
1

=
2
π
i·R

es
(f

;
z
k
)

Fürdie
Kurve

in
derB

ew
eisskizze

erhältm
an
also

∮c

f
(z

)
d
z

=
2
π
i·

[2R
es

(f
;
z
1
)
+
R
es

(f
;
z
2
)

+
R
es

(f
;
z
3
)
+

2R
es

(f
;
z
4
)
+

2R
es

(f
;
z
5
)]
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M
ethoden

zurB
erechnung

von
R
esiduen

Satz:
1)
Ist

z
0
ein

einfacherPolvon
f
(z

),so
besitzt

f
(z

)
eine

D
arstellung

der
Form

f
(z

)
=

g
(z

)

z−
z
0

m
it
einer

in
z
0
holom

orphen
Funktion

g
(z

).
Für

das
R
esiduum

gilt
dann

R
es

(f
;
z
0
)
=

g
(z

0
)
=

lim
z→

z
0 (z−

z
0
)f

(z
)

2)
Ist

f
(z

)
=

p
(z

)/
q
(z

)
m
itauch

in
z
0
holom

orphen
Funktionen

p
und

q
eine

rationale
Funktion

und
z
0
eine

einfache
N
ullstelle

von
q
(z

),so
gilt

R
es

(f
;
z
0
)
=

p
(z

0
)

q ′(z
0
)
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Satz:
(Fortsetzung)

3)
G
ilt

f
(z

)
=

g
(z

)/
(z−

z
0
)
m
,
m
≥

1
m
iteinerin

einerU
m
gebung

von
z
0
holom

orphen
Funktion

g
(z

),so
gilt

R
es

(f
;
z
0
)
=

g
(m
−
1
)(z

0
)

(m
−

1
)!

B
ew
eis:

D
ie
erste

Aussage
ist

ein
S
pezialfall

von
Teil

3),
der

über
Taylor–

E
ntw

icklung
bew

iesen
w
erden

kann,da
g
(z

)
in
einer

U
m
gebung

von
z
0

holom
orph

ist:f
(z

)
=

g
(z

)

(z−
z
0
)
m

=
∞∑k
=

0

g
(k

)(z
0
)

k
!

(z−
z
0
)
k−

m

M
an
kann

dann
direktdas

R
esiduum

ablesen
und

es
folgt

a−
1

=
g
(m
−
1
)(z

0
)

(m
−

1
)!

=
R
es

(f
;
z
0
)
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B
ew
eis:

(Fortsetzung)
FürTeil2)definieren

w
ir

q
(z

)
=

:
(z−

z
0
)r

(z
)

D
ann

ist
r
(z

)
im
P
unkt

z
0
holom

orph
fortsetzbarm

it
r
(z

0
)�=

0.
D
am
itistdie

Funktion

g
(z

)
=

p
(z

)

r
(z

)

beiz
=

z
0
holom

orph
und

w
irerhalten

für
f
(z

)
die

D
arstellung

f
(z

)
=

g
(z

)

z−
z
0

N
ach

Teil1)folgtw
egen

q ′(z
)
=

r
(z

)
+

(z−
z
0
)r ′(z

)

R
es

(f
;
z
0
)
=

g
(z

0
)
=

p
(z

0
)

r
(z

0
)
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B
eispiel:

Fürdie
Funktion

f
(z

)
=

1

(z
+

1
)(z−

2
)

hatm
an
nach

Teil1)des
letzten

S
atzes

R
es

(f
;−

1
)

=
1

z−
2 ∣∣∣∣z

=
−
1

=
−

13

R
es

(f
;
2
)

=
1

z
+

1 ∣∣∣∣z
=

2
=

13

B
eispiel:

Für

f
(z

)
=

1

1
+

z
2

giltnach
2)

R
es

(f
;
i)

=
12
z ∣∣∣∣z

=
i
=

12
i ,

R
es

(f
;−

i)
=

12
z ∣∣∣∣z

=
−

i
=
−

12
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B
eispiel:

D
ie
Funktion

f
(z

)
=

e
iz

z
(z

2
+

1
)
2

hatbei
z
0

=
ieinen

Polzw
eiterO

rdnung.N
ach

dem
letzten

S
atz,Teil3),

gilt

R
es

(f
;
i)

=
g ′(i)

=
−

34
e

w
obeidie

Funktion
g
(z

)
aufgrund

derD
arstellung

f
(z

)
=

e
iz

z
(z

+
i)

2
(z−

i)
2

durch

g
(z

)
=

e
iz

z
(z

+
i)

2

gegeben
ist.
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3.6
B
erechnung

reellerIntegrale
m
ittels

R
esiduensatz

Satz:
S
ei

r
(x

)
=

p
(x

)/
q
(x

)
eine

rationale
Funktion,

die
keine

S
ingularitäten

auf
R
besitzt,und

es
gelte

grad
(q

)≥
grad

(p
)
+

2.D
ann

gilt
∞∫−∞

r
(x

)
d
x

=
2
π
i ∑Im

z
>
0

R
es

(R
;
z
)

B
ew
eis:

W
egen

grad
(q

)
≥
grad

(p
)
+

2
existiertnach

dem
M
ajorantenkriterium

das
oben

stehende
uneigentliche

Integrale,denn
für

x
�

1
gilt

∣∣∣∣∣ p
(x

)

q
(x

) ∣∣∣∣∣ ≤
cx
2

W
irapproxim

ieren
jetztdas

uneigentliche
reelle

Integraldurch
ein

kom
ple-

xes
Integralentlang

einerKurve
(siehe

Folie).
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Ist
r
hinreichend

groß,so
liegen

alle
S
ingularitäten

z
k
von

r
(z

)
m
itstrikt

positivem
Im
aginärteilinnerhalb

derKurve
c
1
+

c
2 .

D
araus

folgt

2
π
i

∑Im
z
k
>
0

R
es

(R
;
z
k
)
=

∮c
1
+

c
2

r
(z

)
d
z

= ∫c
1

r
(z

)
d
z
+ ∫c

2

r
(z

)
d
z

N
un
gilt

∫c
1

r
(z

)
d
z

=

r∫−
r

r
(z

)
d
z→

∞∫−∞
r
(z

)
d
z

(r→
∞

)

W
eiterberechnetm

an
∣∣∣∣∣∣∣ ∫c

2

r
(z

)
d
z ∣∣∣∣∣∣∣ ≤

m
a
x

|z|=
r |r

(z
)|·

π
r≤

π
r

cr
2
→

0
(r→

∞
)

D
araus

folgtdirektdie
B
ehauptung.
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B
eispiel:

W
iruntersuchen

das
uneigentliche

Integral
∞∫−∞

d
x

1
+

x
6

D
ie
Funktion

r
(z

)
=

1
/
(1

+
z
6
)
besitztsechs

Polstellen,von
denen

drei
in
deroberen

H
albebene

liegen,näm
lich

e
i
π6
,e

i
π2
,e

i
5
π6
.Fernergilt

R
es

(r
;
z
k
)
=

1

6
z
5 ∣∣∣∣z

k

=
−

z
k6

D
am
itfolgt
∞∫−∞

d
x

1
+

x
6

=
2
π
i (−

16
e
i
π6−

16
e
i
π2−

16
e
i
5
π6 )

=
π3 (

sin
π6

+
sin

π2
+

sin
5
π6 )

=
π3 (

2
sin

π6
+

1 )134



B
eispiel:

W
iruntersuchen

das
Integral

∞∫−∞

e
iω

x

x
2
+

a
2

d
x
,

a
>

0
,

ω
>

0

D
erletzte

S
atz

läßtsich
nichtdirektanw

enden,aberw
egen

∣∣∣∣∣
e
iω

z

z
2
+

a
2 ∣∣∣∣∣

=
e −

ω
y

|z
2
+

a
2| ≤

1

|z
2
+

a
2| ≤

c

|z| 2
(y
≥

0
)

entlang
des

W
eges

c
2 ,giltdie

Aussage
analog.

W
irerhalten

also
∞∫−∞

e
iω

x

x
2
+

a
2

d
x

=
2
π
i

∑Im
z
k
>
0

R
es (

e
iω

z

z
2
+

a
2
;
z
k )

=
2
π
iR
es (

e
iω

z

z
2
+

a
2
;
ia )

=
2
π
i
e
iω

z

2
z ∣∣∣∣∣z

=
ia

=
πa

e −
ω

a
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W
eitere

A
nw
endungen:

(ohne
B
ew
eis)

Satz:
S
ei

f
(z

)
holom

orph
auf{

z
:
Im

z
>
−

ε},
ε

>
0,m

itAusnahm
e
endlich

vielerS
ingularitäten

in
deroberen

H
albebene

Im
z

>
0.

G
ilt

lim
|z|→

∞
,y≥

0
f
(z

)
=

0
,

so
folgt

C
H
W

∞∫−∞
f
(x

)e
ix

d
x

=
2
π
i

∑Im
z
k
>
0

R
es

(f
(z

)e
iz;

z
k
)

B
eispiel:

E
s
gilt
∞∫−∞

c
o
s
x

1
+

x
2

d
x

=
πe

,

∞∫−∞

sin
x

1
+

x
2

d
x

=
0
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Satz:
S
ei

r
(z

)
eine

rationale
Funktion

ohne
Polstellen

in
0
≤

x
<
∞
und

es
gelte

grad
q

>
grad

p.Für
0

<
α

<
1
giltdann

∞∫0

r
(x

)

x
α

d
x

=
2
π
i

1
−

e −
2
π
α

i

∑z
k ∈

C\{
0} R

es (
r
(z

)

z
α

;
z
k )

D
abeiistfolgenderZw

eig
von

z
α
zu
w
ählen:

z
=

r
e
iφ

,
0

<
φ

<
2
π

⇒
z
α

=
r
α
e
iα

φ

B
eispiel:
M
an
berechnet

∞∫0

1

x
α
(1

+
x
)

d
x

=
π

sin
(π

α
)
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K
apitel4:

D
ie
Fourier–Transform

ation

W
iederholung

aus
A
nalysis

II:Fourier–R
eihenentw

icklung
S
ei

f
:

R
→

C
eine

T
–periodische,stückw

eise
stetige

Funktion:

f
(t)

=
a
02

+
∞∑k
=

1

( a
k
c
o
s(k

ω
t)

+
b
k
sin

(k
ω

t)

a
k

=
2T

T
/
2

∫−
T

/
2

f
(τ

)
c
o
s(k

ω
τ
)

d
τ

b
k

=
2T

T
/
2

∫−
T

/
2

f
(τ

)
sin

(k
ω

τ
)

d
τ

R
eelle

D
arstellung

derFourier–E
ntw

icklung
m
it

ω
=

2
π
/
T
.
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Satz:
(Konvergenzsatz)

S
ei

f
:

R
→

C
T
–periodisch,stückw

eise
stetig

differenzierbar.
B
etrachte

die
zugehörige

Fourier–R
eihe

F
f
(t)

=
a
02

+
∞∑k
=

1

( a
k
c
o
s(k

ω
t)

+
b
k
sin

(k
ω

t))

1)
D
ie
R
eihe

konvergiertpunktw
eise

und
füralle

t∈
R
gilt:

F
f
(t)

=
12 (

f
(t +

)
+

f
(t −

) )
2)
In
allen

kom
pakten

Intervallen
[a

,b],
in
denen

f
(t)

stetig
ist,ist

die
Konvergenz

gleichm
äßig.

B
em
erkung:

S
tetigkeitvon

f
(t)

reichtfürdie
Konvergenz

derFourier–R
eihe

nicht.139



Kom
plexe

D
arstellung

f
(t)

=
∞∑k

=
−∞

γ
k
e
ik

ω
t

γ
k

=
1T

T
/
2

∫−
T

/
2

f
(τ

)e −
ik

ω
τ

d
τ

G
rundidee

derFourier–Transform
ation

B
etrachte

den
form

alen
G
renzw

ert
T
→
∞
,um

eine
Fourier–E

ntw
icklung

fürnicht–periodische
Funktionen

zu
erhalten

f
(t)

=
12
π

∞∑k
=
−∞

e
iω

k
t ⎛⎜⎜⎝

T
/
2

∫−
T

/
2

f
(τ

)e −
iω

k
τ

d
τ ⎞⎟⎟⎠

Δ
ω

R
iem

annsche
S
um
m
e
m
it
Δ

ω
:=

ω
und

ω
k
:=

k
Δ

ω
.
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D
efinition:
D
ie
Funktion

F
(ω

)
gegeben

durch

F
(ω

)
=

∞∫−∞
f
(τ

)e −
iω

τ
d
τ

heißt(sofern
sie

existiert!)die
Fourier–Transform

ierte
(S
pektralfunktion)

von
f
(t).

D
ie
D
arstellung

f
(t)

=
12
π

∞∫−∞
F
(ω

)e
iω

t
d
ω

nenntm
an
das

Fourier–Integral(S
pektrale

Zerlegung)von
f
(t).

B
eide

uneigentlichen
Integrale

sind
im
S
inne

des
C
auchyschen

H
auptw

er-
tes

zu
berechnen.
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B
em
erkung:

D
ie
Fourierkoeffizienten

(γ
k
)
k∈

Z
einerperiodischen

Funktion
f
(t)

bilden
das

diskrete
Spektrum

von
f.

D
ie
Fourier–Transform

ation
(F

(ω
))

ω∈
R
einernicht–periodischen

Funktion
liefertdas

kontinuierliche
Spektrum

.

A
ndere

Schreibw
eisen:

F
[f

](ω
)

=

∞∫−∞
f
(τ

)e −
iω

τ
d
τ

F
−
1
[F

](t)
=

12
π

F
(ω

)e
iω

t
d
ω

Fourier–Transform
ation

und
inverse

Fourier–Transform
ation
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B
em
erkung:

D
urch

Zerlegung
in
R
eal–

und
Im
aginärteilerhältm

an
die

reelle
D
arstel-

lung
derFourier–Transform

ation

F
(ω

)
=

∞∫−∞
f
(τ

)(
c
o
s(ω

τ
)−

i
sin

(ω
τ
))

d
τ

=
:

a
(ω

)−
ib(ω

)

m
it

a
(ω

)
:=

∞∫−∞
f
(τ

)
c
o
s(ω

τ
)

d
τ

(gerade
Funktion)

b(ω
)

:=

∞∫−∞
f
(τ

)
sin

(ω
τ
)

d
τ

(ungerade
Funktion)
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D
ann

giltauch
die

D
arstellung

des
Fourier–Integrals:

f
(t)

=
12
π

∞∫−∞
(a

(ω
)−

ib(ω
))(

c
o
s(ω

t)
+

i
sin

(ω
t))

d
ω

=
1π

∞∫0

( a
(ω

)
c
o
s(ω

t)
+

b(ω
)
sin

(ω
t))

d
ω

Zusam
m
enfassung:

(S
inus–,C

osinus–S
pektrum

)

f
(t)

=
1π

∞∫0

( a
(ω

)
c
o
s(ω

t)
+

b(ω
)
sin

(ω
t))

d
ω

a
(ω

)
=

∞∫−∞
f
(τ

)
c
o
s(ω

τ
)

d
τ
,

b(ω
)
=

∞∫−∞
f
(τ

)
sin

(ω
τ
)

d
τ144



B
eispiel:
W
irbetrachten

den
R
echteckim

puls
derForm

f
(t)

= {
1

:
−

a
≤

t≤
a

0
:
|t|

>
a

D
ann

berechnetm
an

F
(ω

)
=

∞∫−∞
f
(t)e −

iω
t
d
t
=

a∫−
a

e −
iω

t
d
t

=
−

1iω
e −

iω
t ∣∣∣∣ a−

a
=
−

1iω
( e −

iω
a−

e
iω

a
)

=

⎧⎨⎩
2ω

sin
(ω

a
)

:
ω
�=

0

2
a

:
ω

=
0

145



U
m
kehrung:

F
−
1
[F

](t)
=

12
π

∞∫−∞

2
sin

(ω
a
)

ω
e
iω

t
d
ω

=
1π

∞∫−∞

sin
(ω

a
)

ω
c
o
s(ω

t)
d
ω

=
12
π

∞∫−∞

sin
(ω

(a
+

t))

ω
d
ω

+
12
π

∞∫−∞

sin
(ω

(a−
t))

ω
d
ω

D
ies

sind
sogenannte

D
irichlet–Integrale

derForm

C
H
W

∞∫−∞

sin
(α

x
)

x
d
x

und
m
an
verw

endetzurB
erechnung

den
R
esiduensatz.
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E
s
folgt:

C
H
W

∞∫−∞

sin
(α

x
)

x
d
x

= ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
π

:
α

>
0

0
:

α
=

0

−
π

:
α

<
0

D
am
itergibtsich

die
U
m
kehrung

in
derForm

F
−
1
[F

](t)
= ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1
:
|t|

<
a

12
:

t
=

a

0
:
|t|

>
a

B
em
erkung:

M
an
beachte

insbesondere
die

M
ittelw

erteigenschaft

F
f
(t)

=
12 (

f
(t +

)
+

f
(t −

) )

147



B
eispiel:
G
egeben

seidie
Funktion

(a
>

0
)

f
(t)

= {
e −

a
t

:
t≥

0
0

:
t

<
0

D
ann

gilt:

F
(ω

)
=

∞∫−∞
f
(t)e −

iω
t
d
t
=

∞∫0

e −
(a

+
iω

)t
d
t

=
−

1

a
+

iω
e −

(a
+

iω
)t ∣∣∣∣ ∞0

=
1

a
+

iω

U
m
kehrung

w
iederm

itH
ilfe

des
R
esiduensatzes:

F
−
1
[F

](t)
= {

e −
a
t

:
t

>
0

0
:

t
<

0

undF
−
1
[F

](0
)
=

1
/
2.
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Konkrete
B
erechnung:

F
−
1
[F

](t)
=

12
π

∞∫−∞

1

a
+

iω
e
iω

t
d
ω

=
1

2
π
i

∞∫−∞

e
iω

t

ω
−

ia
d
ω

=
1

2
π
i

∞∫−∞

e
ix

x−
ia

t
d
ω

=
∑Im
z
k
>
0

R
es (

e
iz

z−
ia

t ;
z
k )

=

{
e −

a
t

:
t

>
0

0
:

t
<

0
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B
eispiel:
G
egeben

seidie
Funktion

(a
>

0
)

f
(t)

=
e −

a|t|

D
ann

gilt:

F
(ω

)
=

∞∫−∞
e −

a|t|e −
iω

t
d
t

=

0∫−∞
e
(a−

iω
)t

d
t
+

∞∫0

e −
(a

+
iω

t)
d
t

=
1

a−
iω

+
1

a
+

iω

=
2
a

a
2
+

ω
2
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Satz:
(E
xistenz

und
E
indeutigkeit)

1)
Ist

f
(t)

stückw
eise

stetig
und

absolut
integrierbar,

d.h.
∫∞−∞

|f
(t)|d

t
<
∞
,so

existiertdie
Fourier–Transform

ierte

F
(ω

)
=

∞∫−∞
f
(t)e −

iω
t
d
t

für
alle

ω
∈

R
.
D
as
Integralkonvergiert

gleichm
äßig

und
F
(ω

)
ist

stetig.

2)
Ist

f
(t)

eine
stückw

eise
C
1–Funktion

und
absolutintegrierbar,so

gilt
füralle

t∈
R
:12
( f

(t −
)
+

f
(t +

))
=
C
H
W

∞∫−∞
F
(ω

)
e
iω

t

2
π

d
ω

3)
S
ind

f
1
,f

2
w
ie
in
2)
m
it

F
1
(ω

)
=

F
2
(ω

)
für

alle
ω
∈

R
,
so
folgt

f
1
(t)

=
f
2
(t)

in
allen

P
unkten

t,in
denen

f
1
und

f
2
stetig

sind.151



R
echenregeln:
Im
Folgenden

seien
f
,g

,...
:

R
→

C
stückw

eise
stetig

und
absolutinte-

grierbar.M
it

F
(ω

),G
(ω

),...bezeichnen
w
irdie

entsprechenden
Fourier–

Transform
ierten.

1)
Linearität

F
[f

+
g
](ω

)
=

F
[f

](ω
)
+
F

[g
](ω

)

F
[α

f
](ω

)
=

αF
[f

](ω
)

(α
∈

C
)

2)
Konjugation

F
[f

](ω
)
=

F
(−

ω
)

denn:

F
[f̄

](ω
)
=

∞∫−∞
f
(t)e −

iω
t
d
t
=

∞∫−∞
f
(t)e −

i(−
ω
)t

d
t
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R
echenregeln:

(Fortsetzung)

3)
Streckung

F
[f

(ct)](ω
)
=

1|c| F (
ωc )

denn:
∞∫−∞

f
(ct)e −

iω
t
d
t
=
sgn

(c)

∞∫−∞
f
(τ

)e −
iω

τc
1c

d
τ

=
1|c|

∞∫−∞
f
(τ

)e −
i
ωc
τ

d
τ

4)
Verschiebungssätze

F
[f

(t−
a
)](ω

)
=

e −
iω

aF
(ω

)

F
[e

ia
tf

(t)](ω
)
=

F
(ω
−

a
)

Folgtdurch
direktes

E
insetzen
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R
echenregeln:

(Fortsetzung)

5)
Faltungssatz
M
an
nennt

(f
∗

g
)(t)

:=

∞∫−∞
f
(t−

τ
)g

(τ
)
d
τ

die
Faltung

derFunktionen
f
und

g.E
s
gilt

F
[f
∗

g
](ω

)
=

F
(ω

)·
G
(ω

)

F
[f
·
g
](ω

)
=

12
π
( F
∗

G
)
(ω

)

denn:

F
[f
∗

g
]
=

∞∫−∞ ⎛⎜⎝
∞∫−∞

f
(t−

τ
)g

(τ
)

d
τ ⎞⎟⎠

e −
iω

t
d
t
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R
echenregeln:

(Fortsetzung)

5)
Faltungssatz

(Fortsetzung)

F
[f
∗

g
]

=

∞∫−∞ ⎛⎜⎝
∞∫−∞

f
(t−

τ
)g

(τ
)

d
τ ⎞⎟⎠

e −
iω

t
d
t

=

∞∫−∞

∞∫−∞
f
(t−

τ
)e −

iω
(t−

τ
)g

(τ
)e −

iω
τ

d
τ
d
t

=

∞∫−∞ ⎛⎜⎝
∞∫−∞

f
(t−

τ
)e −

iω
(t−

τ
)
d
t ⎞⎟⎠

g
(τ

)e −
iω

τ
d
τ
d
t

=
F
(ω

)·
∞∫−∞

g
(τ

)e −
iω

τ
d
τ
d
t
=

F
(ω

)·
G
(ω

)
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B
eispiel:
Fürdie

Faltung
g

=
f
∗

f
des

R
echteck–Im

pulses

f
(t)

= {
1

:
−
1
≤

t≤
1

0
:
|t|

>
1

gilt

g
(t)

=

1∫−
1

f
(t−

τ
)

d
τ

= {
2
−
|t|

:
−
2
≤

t≤
2

0
:
|t|

>
2

Aus
dem

Faltungssatz
folgtm

itdem
B
eispieloben

direkt

G
(ω

)
=

F
(ω

)·
F
(ω

)
= ⎧⎪⎨⎪⎩

4ω
2
sin

2
ω

:
ω
�=

0

4
:

ω
=

0
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R
echenregeln:

(Fortsetzung)

6)
D
ifferentiation
Ist

f
(t)

eine
stückw

eiseC
1–Funktion

m
itendlich

vielen
U
nstetigkeits-

stellen
τ
1
,...,τ

m
und

sind
f
(t),

f ′(t)
absolutintegrierbar,so

gilt:

F
[f ′](ω

)
=

iω
F
(ω

)−
m∑k
=

1

( f
(τ

+k
)−

f
(τ −k

)) e −
iω

τ
k

B
ew
eis

m
ittels

partiellerIntegration
(aufFolie).

Ist
f
(t)

sogarstetig,so
folgtF

[f ′](ω
)
=

iω
F
(ω

)
und

unterentspre-
chenden

Voraussetzungen
giltsogar:

F
[f

(r
)](ω

)
=

(iω
)
rF

(ω
)

W
esentliche

Eigenschaft
zum

E
insatz

der
F–Transform

ation
bei

D
G
L’s!
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B
eispiel:
W
irbetrachten

die
gew

öhnliche
D
ifferentialgleichung

y ′′(t)
+

a
y ′(t)

+
by

(t)
=

c(t)

m
itden

G
renzbedingungen

lim
|t|→

∞
y
(t)

=
0
,

lim
|t|→

∞
y ′(t)

=
0

M
an
berechnetnun

die
Fourier–Transform

ation
derD

G
L:

F
[y

](ω
)

=
Y

(ω
)

F
[y ′](ω

)
=

−
iω

Y
(ω

)

F
[y ′′](ω

)
=

−
ω

2
Y

(ω
)
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D
ie
Fourier–Transform

ation
derD

G
L
lautetdam

it:

(−
ω

2
+

iω
a
+

b)Y
(ω

)
=

C
(ω

)

und
es
ergibtsich

Y
(ω

)
=

C
(ω

)

−
ω

2
+

iω
a
+

b

D
ahergilt

y
(t)

==
12
π

∞∫−∞

∞∫−∞

c(τ
)

−
ω

2
+

iω
a
+

b
e
iω

(t−
τ
)
d
τ
d
t

R
ücktransform

ation
istdargestelltals

Faltungsintegral.
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A
nw
endungen

derFourier–Transform
ation

1)
Partielle

D
G
L’s:W

ärm
eleitungsgleichung

u
t

=
u

x
x
,

−∞
<

x
<
∞

,
t

>
0

u
(x

,0
)

=
u
0
(x

)

Fourier–Transform
ation

bezüglich
der

x–Variablen:

U
(ω

,t)
=

∞∫−∞
u
(x

,t)e −
iω

x
d
x

D
am
itfolgtfürdie

W
ärm

eleitungsgleichung

U
t
=

c(iω
)
2
U

,
t

>
0
,
ω
∈

R

D
ies

isteine
gew

öhnliche
D
ifferentialgleichung

in
tm
itParam

eter
ω
.
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D
araus

folgt:

U
(ω

,t)
=

U
(ω

,0
)e −

cω
2
t

U
(ω

,0
)

=
U

o (ω
)

und
dam

it

U
(ω

,t)
=

U
0
(ω

)e −
cω

2
t

R
ücktransform

ation:
A
nfangsbedingung

F
−
1
[U

0
]
=

u
0
(x

)

W
eitergilt

F
−
1
[e −

cω
2
t]

=
12
π

∞∫−∞
e −

cω
2
t
e
iω

x
d
ω
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E
s
gilt

F
−
1
[e −

cω
2
t]

=
12
π

∞∫−∞
e −

cω
2
t
e
iω

x
d
ω

=
12
π

∞∫−∞
e −

cω
2
t+

iω
x

d
ω

=
1

2 √
π
ct e −

x
2

4
ct

Aus
dem

Faltungssatz
folgtdann

u
(x

,t)
=

F
−
1
[U

0
e −

cω
2
t]

=
u
0 ∗ (

1

2 √
π
ct e −

x
2

4
ct )

=
1

√
4
π
ct

∞∫−∞
e −

(x−
ξ
)
2

4
ct

u
0
(ξ

)
d
ξ

A
naloge

Lösungsdarstellung
m
itH
ilfe

derG
reenschen

Funktion.
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2)
Partielle

D
G
L’s:Potentialproblem

fürdie
H
albebene

u
x
x
+

u
y
y

=
0
,

−∞
<

x
<
∞

,
0
≤

y
<
∞

u
(x

,0
)

=
u
0
(x

)

Fourier–Transform
ation

bzgl.
x
(beifestem

y)ergibt:

U
y
y
=
−
(iω

)
2
U

=
ω

2
U

D
ies

isteine
gew

öhnliche
D
ifferentialgleichung

in
y
m
itallgem

einerLösung

U
(ω

,y
)
=

C
1
(ω

)
e |ω|y

+
C

2
(ω

)
e −|ω|y

S
uchtm

an
Lösungen,die

für|y|→
∞
beschränktbleiben,folgt

U
(ω

,y
)
=

C
2
(ω

)
e −|ω|y

(C
1
(ω

)≡
0
)
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M
itderR

andbedingung
u
(x

,0
)
=

u
0
(x

)
folgtdie

Lösungsdarstellung

U
(ω

,y
)
=

U
0
(ω

)
e −|ω|y

R
ücktransform

ation

F
−
1
[U

0
]

=
u
0
(x

)

F
−
1
[e −|ω|y

]
=

12
π
·

2
y

y
2
+

x
2

und
A
nw
endung

des
Faltungssatzes

ergibt

u
(x

,y
)
=

1π

∞∫−∞

y

y
2
+

(x−
ξ
)
2

u
0
(ξ

)
d
ξ

D
ies

istgerade
die

Poissonsche
Integralform

elfürdie
H
albebene.
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3)
D
as
A
btastproblem

Von
einer

hinreichend
glatten

Funktion
f
(t)

seien
nur

die
W
erte

an
den

diskreten
P
unkten

tk
=

k
Δ

t,
k
∈

Z
,bekannt.

Frage:
Läßtsich

f
(t)

aus
diesen

A
btastw

erten
f
k
=

f
(tk

)
eindeutig

rekonstruie-
ren?

B
eispiel1:
S
ei

f
(t)

ein
Polynom

vom
G
rad

n.D
ann

benötigtm
an
(m
axim

al)
(n

+
1
)

W
erte,um

das
Polynom

m
ittels

Polynom
–Interpolation

zu
bestim

m
en.

(Lagrange–Interpolation
aus

A
nalysis

II)
B
eispiel2:
S
ei

f
(t)

eine
T
–periodische

Funktion
m
itFourier–E

ntw
icklung

f
(t)

=
∞∑k

=
−∞

γ
k

e
ik

ω
t,

ω
=

2
πT
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B
eispiel2:
S
ei

f
(t)

eine
T
–periodische

Funktion
m
itFourier–E

ntw
icklung

f
(t)

=
∞∑k

=
−∞

γ
k

e
ik

ω
t,

ω
=

2
πT

A
nnahm

e
:

E
s
treten

nurendlich
viele

Frequenzen
auf,d.h.

f
(t)

=
m∑k

=
−

m

γ
k

e
ik

ω
t,

ω
=

2
πT

D
ie
Funktion

f
(t)

istalso
ein

trigonom
etrisches

Polynom
.D
am
itist

f
(t)

durch
die

U
nbekannten

γ−
m

,...,γ
m
eindeutig

bestim
m
t.

Interpolationsproblem
:

Taste
Funktionsw

erte
an
den

folgenden
S
tellen

ab:

tk
=

k·
Δ

t,
k

=
0
,1

,...,2
m

+
1
,

Δ
t≤

T

2
m

+
1
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A
btastheorem

von
Shannon

Verallgem
einerung

aufnicht–periodische
Funktionen.

N
yquist–B

edingungen:

1)
D
ie
Funktion

f
(t)

besitze
die

endliche
B
andbreite

Ω
,d.h.

F
(ω

)
=

0
∀
|ω|

>
Ω

2)
D
ie
A
btastfrequenz

2
π
/
Δ

t
ist(m

indestens)
doppeltso

groß
w
ie
die

B
andbreite,d.h.

Δ
t≤

πΩ

D
ann

läßtsich
die

Funktion
f
(t)

aus
den

D
aten

f
(tk

)
m
it

tk
=

k
·
Δ

t,
k
∈

Z
,eindeutig

rekonstruieren.
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