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Beispiel: Die Funktion
Erlz
) =
hat bei zo = ¢ einen Pol zweiter Ordnung. Nach dem letzten Satz, Teil 3),
gilt

Res (f31) = g/(i) = —

wobei die Funktion g(z) aufgrund der Darstellung @ [
A?:, 36 ls = _ﬁ),_éi

f(z) = : . (
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Beispiel: Wir untersuchen das Integral //

EEI.LJI

/ 22 dr, a >0, w}O__________ﬂLB-,\-z: ”-ze/&; MSA

— 00
Der letzte Satz laRt sich nicht direkt anwenden, aber wegen 2 :}<+h'7
elw? e~ WY 1 c S
2 1 42 2 1 42 T = wWz0) S :
z¢4+a |z +a | |z + a¢| — |z|

entlang des Weges 5, gilt die Aussage analog.
Wir erhalten also /

o0 oW oWz plw?
d:.c = 2m Res | =——=:2z1. | =2m Res | ———=:1a
/ 22 + a2 + a2 |mzzk>0 (z? + a2 k) 22 4 a? )
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Weitere Anwendungen: (ohne Beweis)
Satz:

Sei f(z) holomorph auf {z : Imz > —e}, ¢ > 0O, mit Ausnahme endlich

vieler Singularitaten in der oberen Halbebene Imz > 0.
Gilt

lim  f(z) =0,

|z|—00,y=0
so folgt

CHW [f(m)e”d:r—zm > Res(f(2)e”; z1)

Im 23>0
Beispiel: Es gllt
¥ cos T sin
£ w T
der = —, de =0
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wobei M(r) = max{|f(z)|: |z|=r, Imz > 0}.

Zur Abschatzung verwenden wir nun sing > 2¢/m, 0 < p < 7/2.
/2 /2

2r f E_TSIm‘ﬂdp < 2r [ E_Er['ahrd[p

T
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_ 2 e—z’"‘-"f"’-’fr’JE = n(l-eT) < =

2r/m ¢=0

Damit folgt ff(:)efzdz — 0, r— oo ¢ o
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Satz (11.7)
Ist R eine rationale Funktion in den Variablen (z,y) € R?, die auf
dem Einheitskreis z2 4 y2 = 1 keine Singularititen hat, so gilt:

2n

[Ii’(sinf.coz!)rﬂ =27 ¥ Res[— R(Z
0 |z[<1

1,=~ S+ 1/
2

); z].

Beweis: Die rechte Seite lasst sich mittels Residuensatz als
Inteagral schreiben:
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Ist » hinreichend grof3, so liegen alle Singularitaten z;, von r(z) mit strikt c
positivem Imaginarteil innerhalb der Kurve ¢; + cs. ¢

Daraus folgt - %
omi Y Res(R;z) = ?,( r(2) ds = /T(z)dz-|- /r(z)dz
|mzk}D Cj_—.{—cg 1
Nun gilt

_/r(z) dz = ;r(z) dz — / r(2)dz  (r — o)
c1 r

Weiter berechnet man

/-r(z)dz < max|r(z)| T = Wrig—t‘ 0 (r — o0)
(]

€2
Daraus folgt direkt die Behauptung. QK @.v_a (_fﬁ
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