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Aufgabe 1)

a) Sei ¢ die imagindre Einheit, In(z) der Hauptwert des komplexen Logarithmus und D
der Kreisringsektor

D = {ze C:z=re? reclle?), ¢c <—%,%>}

Bestimmen Sie das Bild von D unter der Abbildung
f:C— C, f(2) == In(2?)
und fertigen Sie Skizzen von D und vom Bild f(D) an.
b) Gegeben ist die Mébiustransformation

(I1+id)z+i—1
z2—1 '

T:C—=C T(2):=

Bestimmen Sie die Bilder

der imagindren Achse,

der reellen Achse,

der Geraden g :={z¢€ C : Im(z) = 1},

der oberen Halbebene H ={z¢€ C : Im(z) > 0}

unter der Transformation 7.

Losung:

a) (3 Punkte) D := {ZE C:z=re? rell,e?), ¢e (—%,%)} .

22 = pe, pE| ), ( )
In(2?) = In([2*] + - arg(ZZ) In(p) + i
Ref(z)€ [0.4),  m(f() e (-5.7)

Skizze: D ist ein Kreisringsegment mit Innenradius 1 und AuBenradius e? und Win-
kelzwischen —7/6 und 7/2. Das Bild f(D) ist das Rechteck [0,4) x (—%, %) . Die linke
Kante gehort zum Bild. Die anderen drei Seiten des Rechtecks dagegen nicht!
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b) T:C*—C*, T(z):= (

(i)

(i)

(iii)

1+d)z+i—1
z—1 '

(2 Punkte) Wegen i € iR ist das Bild der imaginéren Achse eine Gerade.

—1
TO)="—"= —1—iund T(c0) = 1+i =

—1
Das Bild der imaginédren Achse ist die Gerade g; mit Re (z) = Im (2).

(2 Punkte) Bild von R : echter Kreis K, symmetrisch zum Bild von iR. Der
Mittelpunkt M des Bildkreises liegt also auf g; .

Wegen

T(0) = —1 —4, und T'(c0) = 1+ ist M = 0 und der Radius R = /2.

(2 Punkte) Das Bild der Geraden g ={z¢€ C : Im(z) = 1},

Der Punkt i liegt auf ¢, also ist das Bild eine Gerade. Sie geht wegen T'(c0) = 1414
durch 1+ und ist symmetrisch zu T'(iR) = g;. Das Bild ist die Gerade senkrecht
zu g durch den Punkt 1 + i.

Alternativ : T'(2) = i: Also Bild Gerade durch 0 und i.
(1 Punkt) Das Bild der oberen Halbebene H = {z¢€ C : Im(z) > 0} wird

begrenzt durch das Bild der reellen Achse K. Wegen T'(i) = oo wird H auf das
Auflere des Kreise K abgebildet.
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Aufgabe 2)

322 +2iz+1
(922 +1)(22+1)

Gegeben sei f(z) =

a) Bestimmen und klassifizieren Sie alle isolierten Singularitaten von f.

Bestimmen Sie die komplexe Partialbruchzerlegung von f.

)
b) Berechnen Sie die Residuen von f in allen isolierten Singularitéiten von f.
¢)

)

d) Berechnen Sie
7{ f(x)dz,  C:[0,47] > C, C(t) = 3i+ 3¢
c

e) Bestimmen Sie diejenige Laurent—Entwicklung von f zum Entwicklungspunkt zy = 0,
die in einer Umgebung des Punktes z* = % gegen f(z) konvergiert.

Losung zur Aufgabe 2)

a) (3 Punkte) Nennernullstellen: 213 = F£, 224 = *i.

Zahlernullstellen: 22 4 %iz + é =0<= zm=z,z4=—1

1 .
fz) = T E TP =f(2), Ve zz.

In 23 und 2z, liegen hebbare Singularitaten vor, in z; und 25 Pole erster Ordnung.

b) (3 Punkte) Resf(z4) = Resf(z3) = 0.

21 = —i/3 ist einfacher Pol :
: < 1 1 i
fesfi) = IO =55 = 1
zo = 1 ist einfacher Pol :
. x 1 1 i
PBZ: (1 Punkt o) = —1 _ i
) PBZ: (1 Punkt)  f) = iy —
d) (1 Punkt)C : [0,47] — C, C(t) = 3i+3e ™.

7{ f(2)dz = —2-2mi-Resf (i) = —m.
c
¢) (2 Punkte) Laurentreihe fiir § < [z] < 1:
: i1 i1 IR AN =AY
U R v e TR _EZ<3_2) +32(3)
-1

_ (_1)k+1 k+1_k = 1 k
= D e Y et

k=—oc0 k=0




