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Aufgabe 1) Es sei i die imaginäre Einheit und für z ∈ C wie üblich x = Re (z), y = Im (z).

a) Gegeben sei die Menge R = {z ∈ C : 1
2
≤ |z| ≤ e1

2
, Im (z) ≥ 0} ,

sowie die Abbildung

f(z) = ei
π
2 · ln (2 z ) ,

wobei ln den Hauptwert des komplexen Logarithmus bezeichne.

(i) Skizzieren Sie die Menge R in der komplexen Ebene.

(ii) Bestimmen Sie das Bild von R unter der Abbildung f .

b) Zeigen Sie, dass die Funktion

g : C → C, g : z = x+iy 7→ g(z) = ex·[x cos(y) − y sin(y) + i · y cos(y) + i · x sin(y) ]

auf ganz C komplex differenzierbar ist.

c) f sei eine auf ganz C komplex differenzierbare Funktion mit

f(z) = f(x+ iy) = x+ 2y + x3 − 3xy2 + i · v(x, y), mit v(x, y) ∈ R.

Wie muss dann v(x, y) aussehen?

Lösungsskizze zur Aufgabe 1)

a) [4 Punkte]

(i) Skizze: R ist die obere Hälfte des Ringes um Null mit Innenradius 1
2

und Außen-
radius e

2
. [1 Punkt]

(ii) f(z) = ei
π
2 · ln (2 z ).

Sei w̃ = 2z dann gilt 1 ≤ |w̃| ≤ e1 und 0 ≤ arg (w̃) ≤ π. [1 Punkt]

Für ŵ = ln(w̃) = ln |w̃|+ i arg (w̃) gilt dann

Re (ŵ) ∈ [ln(1), ln(e)] = [0, 1], Im (ŵ) ∈ [0, π]. [1 Punkt]

Schließlich berechnen wir

f(z) = ei
π
2 · ŵ und erhalten ein achsenparalleles Rechteck mit

Re (f(z)) ∈ [−π, 0], Im (f(z)) ∈ [0, 1]. [1 Punkt]

b) Ansatz [1 Punkt]

g : C → C, g : z = x+iy 7→ g(z) = ex·[x cos(y) − y sin(y) + i · y cos(y) + i · x sin(y) ]

Wir überprüfen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungn:

ux = (ex · [x cos(y) − y sin(y)])x = ex · [x cos(y) − y sin(y) + cos(y)]

vy = (ex · [y cos(y) + x sin(y) ])y = ex · [cos(y) − y sin(y)) + x cos(y) ]
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Die erste Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung ux = vy ist also erfüllt.
[1 Punkt]

uy = (ex · [x cos(y) − y sin(y)])y = ex · [−x sin(y) − y cos(y))− sin(y)]

vx = (ex · [y cos(y) + x sin(y) ])x = ex · [y cos(y) + x sin(y) + sin(y) ]

Auch die zweite Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung uy = −vx ist erfüllt. Die
Funktion ist auf ganz C komplex differenzierbar. [1 Punkt]

c) [3 Punkte]

Ist f auf ganz C komplex differenzierbar mit

f(z) = f(x+ iy) = x+ 2y + x3 − 3xy2 + i · v(x, y), mit v(x, y) ∈ R

so liefert die erste Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung

vy = ux = 1 + 3x2 − 3y2 =⇒ v(x, y) = y + 3x2y − y3 + k(x) [1 Punkt]

Mit diesem v muss gelten

−vx = −6xy − k′(x)
!

= uy = 2− 6xy [1 Punkt]

also k(x) = −2x+ k, k ∈ R
und damit v(x, y) = y − 2x+ 3x2y − y3 + k [1 Punkt]
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Aufgabe 2)

a) Berechnen Sie

∫ ∞
−∞

2017

x2 + 9
dx .

b) Gegeben sei f(z) =
1

(z − 5)(z − 3)2
.

(i) Berechnen Sie die Residuen von f in allen isolierten Singularitäten von f .

(ii) Berechnen Sie

∮
Γ

f(z) dz , Γ : [0, 2π]→ C, Γ(t) = 3 + eit.

(iii) Bestimmen Sie diejenige Laurent–Entwicklung von f zum Entwicklungspunkt
z0 = 3, die in einer Umgebung des Punktes z∗ = 2i gegen f(2i) konvergiert.

Lösungsskizze zur Aufgabe 2)

a) Der Integrand g(z) :=
2017

x2 + 9
hat die isolierten Singularitäten ±3i. Nur z0 = 3i liegt

in der oberen Halbebene.

Somit gilt∫ ∞
−∞

2017

x2 + 9
dx = 2πiRes(g(z), 3i) [1 Punkt]

= 2πi lim
z→3i

(z − 3i)
2017

z2 + 9
= 2πi lim

z→3i

2017

z + 3i
=

2017 · π
3

. [1 Punkt]

b) (i) f hat isolierte Singularitäten in 3 und 5.

f(z) =
1

z−5

(z − 3)2
hat einen Pol zweiter Ordnung in z0 = 3

Res(f(z); 3) =
1

(2− 1)!
lim
z→3

(
(z − 3)2 f(z)

)(2−1)
= lim

z→3

−1

(z − 5)2
= − 1

4
[2 Punkte]

f(z) =

1
(z−3)2

(z − 5)
hat einen einfachen Pol in z1 = 5

Res(f(z); 5) = lim
z→5

(z − 5) f(z) = lim
z→5

1

(z − 3)2
=

1

4
[1 Punkt]

(ii)

∮
Γ

f(z) dz = 2πiRes(f(z); 3) = − πi
2
. [1 Punkt]
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(iii) Diejenige Laurent–Entwicklung von f zum Entwicklungspunkt z0 = 3, die in
einer Umgebung des Punktes z∗ = 2i gegen f(2i) konvergiert, konvergiert im
Ring |z − 3| > |5− 3| = 2. [1 Punkt]. Man erhält:

1

z − 5
=

1

(z − 3) + 3− 5
=

1

(z − 3)− 2

=
1

z − 3
· 1

1− 2
z−3

=
1

z − 3

∞∑
k=0

2k

(z − 3)k

=
∞∑
k=0

2k (z − 3)−k−1 [2 Punkte]

f(z) =
1

(z − 3)2
· 1

z − 5
=

∞∑
k=0

2k (z− 3)−k−3 =
−3∑

k=−∞

2−k−3 (z− 3)k . [1 Punkt]

Aufgabe 3) [4 Punkte]

f sei eine auf ganz C komplex differenzierbare Funktion mit

f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + i · v(x, y), mit u(x, y), v(x, y) ∈ R.

Zeigen Sie, dass u und v harmonische Funktionen sind.

Lösugsskizze zur Aufgabe 3)

Da f komplex differenzierbar ist, gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung

ux = vy, −uy = vx [1 Punkt]

Außerdem ist jede komplex differenzierbare Funktion beliebig oft stetig differenzierbar.

Damit folgt

∆u(x, y) = uxx + uyy = (ux)x + (uy)y = (vy)x + (−vx)y = vyx − vxy = 0.
Ansatz: [1 Punkt]

Die letzte Gleichung folgt aus dem Vertauschbarkeitssatz von Schwarz. Dieser ist anwendbar
da jede komplex differenzierbare Funktion insbesondere auch zwei Mal stetig differenzierbar
ist. [1 Punkt]

Völlig analog erhält man:

∆v(x, y) = vxx + vyy = (vx)x + (vy)y = (−uy)x + (ux)y = −uyx + uxy = 0. [1 Punkt]


