UH
i
n

Komplexe Funktionen
M. Hinze
70/81

Behandlung von Singularitédten und der Residuensatz

Stellen, an denen komplexe Funktionen nicht definiert sind, heiBen Singularitaten.
Das Verhalten in der N&he Singulariaten beschreibt

Satz 10.9 (Laurent-Reihenentwicklung): Sei f auf der offenen Menge G bis auf isolierte
Singularitaten analytisch und sei zg € G eine solche, in

Kz,r = {2z | |z — 29| < r} C G unique Singularitat. Dann gilt fir alle z # zy aus
Kz, ,r die Laurent-Reihenentwicklung

oo

()= > alz— ),

k=—oco

mit Koeffizienten

1 f(z)
= — — 7 _dz.
= oni / (z = z)k+1

Dabei ist Sy Randkurve von Kz, r.
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Residuensatz 10.10

In der Laurententwicklung bei Zzg haangt a_1 nicht explizit von z ab. Daher heif3t
1
Res(f(z),2) = a_1 = —/ f(z) dz
2ri Sy
Residuum von f bei zy. Es gilt der Residuensatz
f(z) sei in G mit Ausnahme endlich vieler isolierter Singularitaten zy, 23, ..., 2n

analytisch. B C G sei ein Bereich mit geschlossener, stiickweise glatter Randkurve
K = 8B, die samtliche Singularitéten zy, 2o, . . . , Zn umschlieBt. Dann gilt

/ f(2) dz = 2~wi i Res(f(2), zx). (1)
K k=1

Integrationswege: Laurententwicklung (links), Residuensatz (rechts)
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Satz 10.11: Residuensatz bei Polstellen

Singularitaten: zg hei3t
@ hebbar, falls in der Laurententwicklung a; = 0 fur alle I < 0 gilt,
@ Polstelle m—ter Ordnung, falls aj = 0 firalle /| < —mund a_p, # 0,

@ wesentliche Singularitat, falls die Laurententwicklung bei zo unendlich viele
Koeffizienten mit negativem Index besitzt.

Die Funktion g(z) sei analytisch in einer Umgebung von z, mit g(zp) # 0. Die
Funktion f sei durch

f(z) = (G (meN)

(z —z)™
erklart, habe also flir z = zy einen Pol m-ter Ordnung. Dann gilt
Res(f(2), 20) = ———q™ () .

(m—1)!



