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Satz 10.11: Residuensatz bei Polstellen

Singularitaten: zg hei3t
@ hebbar, falls in der Laurententwicklung a; = 0 fur alle I < 0 gilt,
@ Polstelle m—ter Ordnung, falls aj = 0 firalle /| < —mund a_p, # 0,

@ wesentliche Singularitat, falls die Laurententwicklung bei zo unendlich viele
Koeffizienten mit negativem Index besitzt.

Die Funktion g(z) sei analytisch in einer Umgebung von z, mit g(zp) # 0. Die
Funktion f sei durch

f(z) = (G (meN)

(z —z)™
erklart, habe also flir z = zy einen Pol m-ter Ordnung. Dann gilt
Res(f(2), 20) = ———q™ () .

(m—1)!
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Integralberechnung mit dem Residuensatz |

Sei f(x) = 288 eine echt gebrochen rationale Funktion mit reellen Polynomen p und

q, wobei das Nennerpolynom q(x) keine reellen Nullstellen besitzt. AuBerdem gelte
fir die Polynomgrade deg(q) > deg(p) + 2. Die Funktion f(z) besitze die isolierten
Singularitéten zy, . . . , Zm mit jeweils positivem Imaginérteil. Dann gilt die
Berechnungsformel

/oo p(X) dx = 2xi Z Res(f(2), z) .

oo () k=1

Beachte: Singularidten von f sind die Nullstellen von q. Da q reell, treten diese immer
in komplex-konjugierten Paaren auf. Also sind mit zy,...,zm auch z;,...,2Zn
Nullstellen von g und somit Singularitaten.
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Integralberechnung mit dem Residuensatz Il

Seien p und g Polynome mit reellen Koeffizienten, wobei g(x) keine reellen Nullstellen
besitzt. Fur die Polynomgrade gelte grad(q) > grad(p) + 1. Die Funktion % habe
die isolierten Singularitaten zy, . . . , zm mit positivem Imaginarteil. Setzt man

f(Z) - elz p(Z)
q(z) ’
so gelten die Berechnungsformeln
oo m
/ cos dex = Re[2ni Z Res(f(2), k)] = —2mIm[>_ Res(f(2), z)]
—oo q(x) k=1 k=1

und

/°° p(x) L _ Z
e sin xmdx = Im[27i > Res(f(2), 2x)] = 2wRe[>  Res(f(2), z)]-

k=1 k=1



