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Definition
und Beispiele

Definition: (Komplexe Funktion)
Eine komplexe Funktion ist eine Funktion, deren Definitions- und Wertebereich
Jjeweils Mengen der Komplexen Ebene sind:

f:A->B, ABcCC.

Bemerkungen:
e Eine komplexe Funktion f : A — B, A, B C C ordnet jedem z € A ein
eindeutiges u IF(z)e B zu

o Die Abbildungsvorschrift f: z +—+ f(z), z € A ist explizit gegeben

e Komplexe Funktionen lassen sich auch implizit definieren.

Beispiele: Vereinbarungen
o f(z)=1(3z+ 1}2 fur z ¢ T e Verwende z ¢ C fuir das Urbild von f
o fiz)=explic)+yfirz=u+iyel o Verwende w & C fiir den Wert von f
. “JI’J( ere r -+ 1y und 1

o f{z)=1fir z € C\{0}

e Also u = Re(w) und v = Im(u
o e Oder auch u(2) = Re(f(z)) und ) = Im( f(

Spezialfall: Betrachte kompl rtige Funktionen f: ! L mit ciner
rec/lwertizen Vanablen, dh £ © L2

Fote IS0 firted
Beispicke
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Definition: (Komplexe Funktion)
Eine komplexe Funktion ist eine Funktion, deren Definitions- und Wertebereich
jeweils Mengen der Komplexen Ebene sind:

f:A— B, ABCC.

Bemerkungen:

e Eine komplexe Funktion f : A — B, A,B C C ordnet jedem z € A ein
eindeutiges w = F'(z) € B zu.

e Die Abbildungsvorschrift f : z — f(z), z € A ist explizit gegeben.

e Komplexe Funktionen lassen sich auch implizit definieren.



Beispiele:
e f(2)=0Bz+1)*firzeC
e f(2)
e f(2)

exp(iz) +y fir z =x +iy € C

L fiir z € C\{0}




Vereinbarungen:
e Verwende z € C fur das Urbild von f
e Verwende w € C fur den Wert von f
e Notiere z =z + 1y und w = u + v
e Also u = Re(w) und v = Im(w)

e Oder auch u(z) = Re(f(z)) und v(z) = Im(f(2))



Spezialfall: Betrachte komplexwertige Funktionen f : I — C mit einer
reellwertigen Variablen, d.h. I C R:

f:t— f(t)eC furtel.
Beispiele:

o f(t)=a+btfira,beC, b#0

o f(t) =exp(iwt) fir w €]0,00[C R



Lineare
Funktionen

Definition: (Lineare Funktion)
Eine komplexe Funktion f heiBt linear, falls f fiir feste komplexe Konstanten a,b €
C, a # 0 eine Darstellung der folgenden Form besitzt:

f(z)=az+b firzeC.

Frage: Wie lassen sich lineare Funktionen geometrisch interpretieren?

Spezialfille:

1. o= 1 (Translation): fiz)=z—=hfiirz =1,

2. a €|l x|, b= (Skalierung): Falls @ = 1. so wird = gestreckt,
sonst gestaucht: flz) = nz.

3. el = L b = 0 (Rowalion): [iz) = uz = zexplind, wobsi o = explin],
we 0,25
4. 0Fa e, hi=0 (Drehstreckung) = nz ist Kampasition aus Rotatian

]
und Skalieung. Falls o = a|expiia), so bewirkt | Rotation um alpha £
[0,25 und Skaliesung um af. e

Allgemeiner Fall (Folgerung aus Spezialfillen):
Fur a.b = C, @ # 0 |3sst sich jede lineare Funktion

flz) =az 4+ b= |a|explia)z + b

als Komposition [ — fr o fg o g von drei Abbildungen schreiben:

exp(ia)z einer Drehung um den Winkel o € [0, 2],
e fs(2) = alz einer Skalierung um den Skalicrungsfaktor |a| = 0,

e fr(z) =z + b einer Translation um den Vektor &.

Bemerkung: Drehung fi und Streckung fo kommutieren, d.h. lassen sich
vertauschen. Es gilt

oager
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Definition: (Lineare Funktion)

Eine komplexe Funktion f heiBt linear, falls f fur feste komplexe Konstanten a, b €
C, a # 0 eine Darstellung der folgenden Form besitzt:

f(z) =az+b firzeC.

Frage: Wie lassen sich lineare Funktionen geometrisch interpretieren?
Spezialfalle:
1. a =1 (Translation): f(z) = z+ b fiir z € C.

2. a €]0,00[, b =0 (Skalierung): Falls a > 1, so wird z gestreckt,
sonst gestaucht: f(z) = az.

3. la|] = 1, b = 0 (Rotation): f(z) = az = zexp(ia), wobei a = exp(ia),
a € 0,27

4. 0 #a € C, b=0 (Drehstreckung): f(z) = az ist Komposition aus Rotation
und Skalierung. Falls a = |a|exp(ic), so bewirkt f Rotation um alpha €
[0, 27[ und Skalierung um |al. o



Allgemeiner Fall (Folgerung aus Spezialfallen):
Fir a,b € C, a # 0 lasst sich jede lineare Funktion

f(z) =az+b=|a|exp(ia)z + b
als Komposition f = fr o fg o fg von drei Abbildungen schreiben:
o fr(z) = exp(ia)z einer Drehung um den Winkel o € [0, 27|,
e fs(z) = |a|z einer Skalierung um den Skalierungsfaktor |a| > 0,

e fr(z) = z+ b einer Translation um den Vektor b.

Bemerkung: Drehung fr und Streckung fs kommutieren, d.h. lassen sich
vertauschen. Es gilt

.[5' O .[/t’ — ,f/)’ O f“

oder
Jrofsofr=frofrofs.



Quadratische
Funktionen

Definition: (Quadratische Funktion)
Eine komplexe Funktion f heiBt quadratisch, falls f fur feste komplexe Konstanten
a,b.e € C, a,b # 0 eine Darstellung der folgenden Form besitzt:

fz)=a +bz+c firzeC.

Bemerkung: (Geometrisches Verhalten)
Iiee: Betrachte zundchst fiir f(z) — z2, z « O die Bilder der achsenparallelen
Geraden unter .

Setze w = 2%, z = x + iy, w = u + 12, dann ergibt sich

w=u+iv=2" = (v—iy) =2 -y*+2xy
S — 9,
= w=z"—y und v=2zy. o

Bilder adisenparalicks Goraden witct 2+ 2%

i

Aligemeine quadratische Funktionen:
Fura.b.c € C, a,b# 0 lasst sich jede quadratische Funktion

f(z) —nzz+h:-+-r—n(:+ i)2— b—z +c
2a 4a?
als Komposition f = fr, © fr o fg © fr, von vier Abbildungen schreiben:
o fr(z)=2+ ﬁ einer Translation,
o folz) = 2? einer quadratischen Funktion,
e fr(z) = az einer Drehstreckung,

o fr(z)=2- %-; + ¢ einer weiteren Translation.



FunkKtionen

Definition: (Quadratische Funktion)
Eine komplexe Funktion f heiBt quadratisch, falls f fur feste komplexe Konstanten
a,b,c € C, a,b # 0 eine Darstellung der folgenden Form besitzt:

f(z) =az’ +bz+c firzeC.

Bemerkung: (Geometrisches Verhalten)

. Betrachte zunichst fiir f(z) = 22, z € C die Bilder der achsenparallelen
Geraden unter f.
Setze w = 22, z = x + iy, w = u + iv, dann ergibt sich

w=u+iv=2> = (z+iy)?=2>—y*+ 2xy

= wu==z°—-y> und v=2xy. e

- 2
Bilder achsenparalleler Geraden unter z — z°.

A AN




Bilder achsenparalleler Geraden unter z — z°.
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Urbild. Bild von f(z) = z°.



Urbild. Bild von f(z) = z2.

Allgemeine quadratische Funktionen:
Fur a,b,c € C, a,b # 0 lasst sich jede quadratische Funktion

b\° b
2 _ _
f(z) =az +bz+C—a(z+2a> 1z T ¢

als Komposition f = fr, o fr o fg o fr, von vier Abbildungen schreiben:

e fr,(z) =z+ = einer Translation,

2 einer quadratischen Funktion,

e folz) =2
e fr(z) = az einer Drehstreckung,

2 . . .
o fr,(z) =z — 25 + c einer weiteren Translation.



Exponential-
Funktion

Definition: (Exponentialfunktion)
Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C ist definiert:
exp(z) = € = ™t = e"(cos(y) +isin(y)) z =z +iy..

Bemerkung: Es gilt das Additionstheorem (

1,22 €4

TR =M e™
Bilder achsenparalleler Geraden unter z - explz). Geometrische Interpretation:
Fiir w = expiz], z=x + iy und w = 1+ iv bekommen wir
| W=+ v = e* = e¥(cos(y) + isinly)]
1 und somit
Urbik. Bild von 112

eplz).

u = ¢ cosly)

Bilder achsenparalieler Geraden unter = — explz).
Fur car B wres 2ar -dchos prsbshn Gomtey
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Definition: (Exponentialfunktion)
Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C ist definiert:

exp(z) = e* = "t = e%(cos(y) +isin(y)) z =2z +iy..

Bemerkung: Es gilt das Additionstheorem (21, 25 € C):

Z1t22 _ o%1p%2

€ e ~.

aden nnter 7 — exn(7) Geome'[l’iSCl”



Geometrische Interpretation:

Fiir w =exp(z), z=x+ 1y und w = u+ iv bekommen wir
w=u+1iv =e* = e*(cos(y) + isin(y))

und somit
u = e~ cos(y) und v =e*sin(y).



Bilder achsenparalleler Geraden unter z — exp(z).

Fiir das Bild einer zur x-Achse parallelen Geraden y = yo bekommt man somit
u = e*cos(yo)

v = e*sin(yp)

e Fiir festes yo ergibt dies ein vom Ursprung ausgehenden Strahl,
der mit der positiven x-Achse den Winkel yo einschlieBt.

e Fiir Winkel yo und y;, die sich um ein Vielfaches von 27t unterscheiden, d.h.
Y1 =Yyo + 27k fireinke Z
ergibt sich der gleiche Strahl.
e Genauer: Wegen der Periodizitat von exp(z) gilt
e* T2k = g% ™K = e%(cos(27k) + isin(27k)) = €* - 1 = e”.

d.h. zwei Punkte mit gleichen Realteilen, deren Imaginarteile sich um ein
Vielfaches von 27t unterscheiden, werden auf den gleichen Punkt abgebildet.



Bilder achsenparalleler Geraden unter z — exp(z).

Fiir das Bild einer zur y-Achse parallelen Geraden x = xo bekommt man

u=e¥cosly) und  v=esin(y)

e Fiir festes xo ergibt dies einen Kreis um Null mit Radius e*°.

e Beachte: Der Nullpunkt liegt nicht im Bild der Exponentialfunktion, d.h. es
gibt kein Argument z € C mit exp(z) = 0. Somit gilt e* # 0 fiir alle z € C.

e Beobachtung: Die Exponentialfunktion bildet Rechtecksgitter im kartesischen
Koordinatensystem auf Netz von Kurven ab, die sich rechtwinklig schneiden.

e Genauer: Kurven, die sich im kartesischen Koordinatensystem rechtwinklig
schneiden, werden unter der Exponentialfunktion exp auf Kurven abgebildet,
die sich ebenso (im jeweiligen Schnittpunkt) rechtwinklig schneiden.

e Noch allgemeiner: Die Exponentialfunktion ist in C\ {0} winkeltreu
(bzw. konform). Genauere Details dazu spater.



Bilder achsenparalleler Geraden unter z — exp(z).
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Urbild. Bild von f(z) = exp(z).



Umkehr-
Funktion

Definltian {lnjeitive Funktion)
Eire komplexe Funktion 7171 heiBt eineindeati (inekt
g 3 Thews Werflenbereiches genau sines Punkt = &
g5t 50 dass f(2) = w.

falls = zu jedem Punk:
hres Definit oesbersiches

[ —

Einschrankung des Definitionsbereichs.
Bemorkung: Eine nicht injektive Funition wind gaf. durch cine geeignete
Einschrinkung Thres Definitionsaersichs injsktes.

Beispled: Retrazate die quadiatische Funktion

wenau wimal . .
fel=2  fiir =T mit Relz] =0

auf der recazen Halbede: C|Relz| = O} Hier ist f injekeiv.

Wertertin st in dissen Fall der Rildhoraich gogeben durch die
aufguachin it Luns karnlus Fhane
e = Climiz] # 0 vder Relz) =0}

L

Definition: (Umkehrfunktion)

Sei f eine (komplexe) injektive Funktion mit Definitionsbereich Di f] und Werte-
bereich W{J}.

Dann ist die Umkehrfunktion f ° : W{f1 = D{f} zu f definiert durch die Abbil-
dung, welche jedem i & W[ {) den (eindeutigen) Punkt » = D(f) zuordnet, d.h.

F ) = 2

Anders ausgedriickt gilt fiir alle z & D{f} und w < Wif):

-z

.

Umkehrfunktion der n-ten Potenz.

Beispiel: Die Potenzfunition

ist fur den Definitionsbereich

[ L n
DIf] c < anglz) <
( # n © el n }

ebareich belommt man in diesem Fall Wif]

injektiv. Fiir den
Fir die Umkehrfunstion t 7 Wirl — DIf git

. - . o
" irz=re'Y mit p =arglzl e [——, ).
\"h'y




Definition: (Injektive Funktion)
Eine komplexe Funktion f(z) heiBt eineindeutig (injektiv), falls es zu jedem Punkt
w € C ihres Werftenbereiches genau einen Punkt z € C ihres Definitionsbereiches

gibt, so dass f(z) = w.

Bemerkungen:

e Injektive Funktionen nehmen jeden Wert ihres Wertebereiches genau einmal

an.

e Injektive Funktionen heiBen auch schlicht.

Beispiele:
o f(z)=az+b,a#0 e injektiv
o f(2) =22 e nicht injektiv, da f(z) = f(—2)
. f(2)

exp(z) e nicht injektiv, da exp(z) = exp(z + 2mik)



Einschrankung des Definitionsbereichs.

Bemerkung: Eine nicht injektive Funktion wird ggf. durch eine geeignete
Einschrankung ihres Definitionsbereichs injektiv.

Beispiel: Betrachte die quadratische Funktion
f(z) = 22 fliir z € C mit Re(z) > 0

auf der rechten Halbebene {z € C|Re(z) > 0}. Hier ist f injektiv.
Weiterhin ist in diesem Fall der Bildbereich gegeben durch die
aufgeschnittene komplexe Ebene
C~ = {zeCl|Im(z) #0 oder Re(z) > 0}
= C\{zeR|z<L0}



Definition: (Umkehrfunktion)
Sei f eine (komplexe) injektive Funktion mit Definitionsbereich D(f) und Werte-

bereich W (f).
Dann ist die Umkehrfunktion f=1 : W(f) — D(f) zu f definiert durch die Abbil-

dung, welche jedem w € W (f) den (eindeutigen) Punkt z € D(f) zuordnet, d.h.
es gilt

[T w) =2
Anders ausgedriickt gilt fir alle z € D(f) und w € W(f):

(f 7 of)z) = =
(fofHw) = w.



Beispiel: Fiir den Definitionsbereich
D(f)={z=r1e'* € C|r>0und —7m/2 < ¢ < m/2}

existiert die Umkehrfunktion f~' von f(z) = z* mit Wertebereich W(f) = C .
Fiir den Hauptwert der Wurzel f—': W(f) — D(f) gilt

w=f1(z) = /re'¥/? fiir z = re'? mit @ = arg(z) € (—n/2,7/2).



Umkehrfunktion der n-ten Potenz.
Beispiel: Die Potenzfunktion

f(z) =2z" firzeC, n>2
ist fiir den Definitionsbereich

D(f):{zeC‘ ~ T <arglz) < 5}
n n

injektiv. Fiir den Wertebereich bekommt man in diesem Fall W(f) = C.

Fiir die Umkehrfunktion f~' : W(f) — D(f) gilt

- - . T T
w=f1(z) = Yrel®/" firz=re'? mit ¢ = arg(z) € (—1—1, -

).



Lineare
Funktionen

Definition Quadratische
und Beispiele Funktionen

Umkehr- Exponential-
Funktion Funktion




