Komplexe Funktionen

Sommer 2018

Weitere Anwendungen fur Transformationen
Komplexe Integration



Erinnerung

Definition: (konf: T
Mit obigen Vs gibt es eine Abbild

Wi=d(f G =K

Die so definierte Abbildung W heifit konforme Transformation von &
mit der Abbildung f.

Definition: (harmanizchs Funktion)
Eine Funktion /, die in einem Gebiet (7 der Laploce Gleichung

Af =0
genugt. heBt harmenisch in G
Remerkung Damir @it harmanizeba Fun'aicasn
<on‘zemer Trarstormationer n Farrar sche

Satz (Erster Transformationssatz)
Geht ¥ durch Transformation mit der analytischen
Abbildung f aus ® hervor, 50 gilt

wobei w « f(z)

Satz: {Zweiter Transformationssatz)
Geht ¥ durch Transformaticn mit der anzlytischen
Abbildung f aus 4 hervor, so gilt

A= (W)

wobei =

Losungsskizze fiir ebene Potentialprobleme:

e Hilfsmittel: Transformationssitze

e Idee: Verwende konforme Transformationen

e Gegeben: Potentialproblem in der z-Ebene

(physikalische Ebe

d en

o Transformation: Transformiere das Problem konform in die w-Ebene

o Vereinfachung: Lose das Problem (leicht) in der Modellebene

e Lésung: Riicktransformation in die z-Ebene liefert Losung

(physikalische Ebene)



Definition: (konforme Transformation)
Mit obigen Voraussetzungen gibt es eine Abbildung

U:=0(f1):G =R

Die so definierte Abbildung W heilt konforme Transformation von @
mit der Abbildung f.



Satz: (Erster Transformationssatz)
Geht W durch Transformation mit der analytischen
Abbildung f aus ® hervor, so gilt

grad(®)(z) = grad (¥)(w) - (=),

wobei w = f(2).



Satz: (Zweiter Transformationssatz)
Geht W durch Transformation mit der analytischen
Abbildung f aus ® hervor, so gilt

Azq) — (Aw\Ij) ' |f’(2)|2,

wobei w = f(z).



Definition: (harmonische Funktion)
Eine Funktion f, die in einem Gebiet G der Laplace-Gleichung

Af=0

genugt, heiBt harmonisch in G.

Bemerkung: Damit gilt: harmonische Funktionen gehen unter
konformen Transformationen in harmonische Funktionen uber.



Losungsskizze fur ebene Potentialprobleme:
e Hilfsmittel: Transformationssatze
e ldee: Verwende konforme Transformationen

e Gegeben: Potentialproblem in der z-Ebene

e Transformation: Transformiere das Problem konform in die w-Ebene

e Vereinfachung: Lose das Problem (leicht) in der Modellebene

e Losung: Rucktransformation in die z-Ebene liefert Losung



Neumannsches
Randwertproblem

Erinnerung:

* Vorwsset oung: 5= ¥

£ 0 bz pens Fourior Indw setakchet, mE don Faurioe Kowla wetes

Vol 0 g

1 Prathres 11 20gegebin westen ok

Voraussetzungen:
o Sei I' der Rand des durchstromten Gebiets G (begrenzende Wand);
o die Strémung verliuft dann tangential zum Rand I, d.h.

o der Geschwindigkeitsvektor grad( @) ist der Tangentenvektor von [

e dann verschwindet die Nermalenableitung von @ langs I',

o Dies fiihrt insgesamt zu dem Neunannschen Randwertproblem

Al®) = 0
iy

N
am

das mit der Methode der konformen Transformation gelost werden kann.

Lésungsweg:
© Bilde G bijektiv und konform mit f: G — G* auf einfacheres Gebiet G* ab;
o Transformiere das Potential @ von G nach G*. womit

Wiw) = ®if '(w)) fur alle w & G*.

e Nach dem zweiten Transformationssatz ist W harmonisch, d.h. es gilt

AV =0

 Falls f sogar auf dem Rand T von G kenform ist, so gilt
v
an~
fiir die Normalenableitung des Randes '* von G*.
o Lose nun das einfachere Neumannsche Randwertproblem
AY = 0in G und o0 0 auf I'"
on’

® Die Losung in G bekommt man durch Riicktransformation



Erinnerung:

e Voraussetzung: Sei ¥, hinreichend glatt, und durch

o0
\yo(eie) _ Z aneine
n=-—o0o
in eine komplexe Fourier-Reihe entwickelt, mit den Fourier-Koeffizienten
1 27t ) -
a, = —j Yo(e'®)e " do.
27 ),

e Dann kann die Lésung des Dirichlet-Problems direkt angegeben werden mit

Yiw) = Z anp™etn® firw=pe®mit0o<p<]l.

n=-—oo

¢ Riicktransformation: Die Losung des urspriinglichen Problems ist somit

D(z) =VY(f(z)) Z an|f(z)|™ et mit ¢ = arg(f(z)).

n=-—oo

.AAA‘-. N AR ARhDE &% A =



®(z) =VY(f(z)) = Z an|f(z)|™en® mit ¢ = arg(f(z)).

Voraussetzungen:

e Sei I' der Rand des durchstromten Gebiets G (begrenzende Wand);
e die Stromung verlduft dann tangential zum Rand I', d.h.

e der Geschwindigkeitsvektor grad(®) ist der Tangentenvektor von [
e dann verschwindet die Normalenableitung von @ langs I'.

e Dies flihrt insgesamt zu dem Neumannschen Randwertproblem

AD) = 0
o0
o 0

das mit der Methode der konformen Transformation gelost werden kann.

Losungsweg:



— v

on

das mit der Methode der konformen Transformation gelost werden kann.

Losungswegq:
e Bilde G bijektiv und konform mit f: G — G* auf einfacheres Gebiet G* ab;

e Transformiere das Potential ® von G nach G*, womit
Y(w) = 0(f " (w)) fir alle w € G*.

e Nach dem zweiten Transformationssatz ist W harmonisch, d.h. es gilt

AY =0
e Falls f sogar auf dem Rand I" von G konform ist, so gilt
oV
=0
on*

fiir die Normalenableitung des Randes I'* von G*.

e Lose nun das einfachere Neumannsche Randwertproblem

AY =0 in G* und E:Oauf[""
on*

e Die Losung in G bekommt man durch Riicktransformation.



Beispiele fur
Stromungen

Strémung durch Kanal variabler Breite

« Physikalische Ebene: cin Kanal G variabler Breite
* Modellebene: ein gerader Kanal G*

© Wirbelfreie Stromungen im geraden Kanal sind homogen mit Potential
Wiw) = VRe(w)
wobei V' der Betrag des (konstanten) Geschwindigheitsvektors ist,
der die Geschwindigkeit hefort

« Aufgabe:
Bilde physikalischen Kanal inklusive Rand konform auf den geraden Kanal ab.

o Léze die Neumannsche Randwertaufgabe im geraden Kanal;

o Erhalte die Lésung im physikalischen Kanal durch Riicktransformation

Umstrémung des Einheitskreiszylinders

® Mit grad(iw ]l =V un £'(z] < 1 o erhalten wir

qQiz) = gad(®iz)] - grad(Yif(z))] ¢ -

bzws. in Pelarkacedinaten

fibe den Gaschmindighditsvs

alret) — V|1

o Spaziell 3n der Zylindaroderfliche hekammen wir da Geschwindigheitsield
i) = Vi1 — 7
mit Geschawindighen
qlet¥)] = VI - 2] — 2V sin(d)
o Fir & = 0und § = 7 ist die Geschwindigheit Null (Staspukea);
o For g = =

die Geschwindigheiz maximal. namlich 2V

Umstrémung eines Hindernisses

Virwssetzusgin fir dis physicadioche Ezane:
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Vereinfachtn Modetabree:

 Ist das Hisdemis sine unesdich dimne Piatte paratel zur reelis Achse.
50 wind &b Strbmury nickt gL

 in desem Fall ist das Potential grgeben church 'Ww) = Vel

» Problem: Eikie das i der physialachen Ebare drc
aukgeschmitters Ebene €\ [0, B ab mit analytscher Funktion 1, wobs

et Gatiet auf

flocl=ox  und o) =1,
@ Darn git mt dem aryten Transormatisamats

grad(¥w)) - Pz

Vo) far 2 —

<0 dass wie = der physinalichen Ebens urd in der Modeiebene disselbe
homogent Stramurg im Unendiches bescmmen

Umstrémung des Einheitskreiszylinders

» Bezraceze die Stramung um cen Ginheitsereisninder "
car gastreciten Jculsouek on
flzl—z farlz =1

et diea Aubirre s i

s sz G i

i aulysschi

und Refzi ¢ [
o donei it flc) = e £iae] = 1
® Fir das Possntial in cer prygaiendischin Flinew bueammt man somit
T
Wil =Wy = Re (24! |

Wil =V [ 3




Stromung durch Kanal variabler Breite

e Physikalische Ebene: ein Kanal G variabler Breite; —

e Modellebene: ein gerader Kanal G*;
e Wirbelfreie Stromungen im geraden Kanal sind homogen mit Potential
Y(w) = VRe(w)
wobei V' der Betrag des (konstanten) Geschwindigkeitsvektors ist,
der die Geschwindigkeit liefert.

e Aufgabe:
Bilde physikalischen Kanal inklusive Rand konform auf den geraden Kanal ab.

e Lose die Neumannsche Randwertaufgabe im geraden Kanal,

e Erhalte die Losung im physikalischen Kanal durch Riicktransformation.
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Umstréomung eines Hindernisses

Voraussetzungen fiir die physikalische Ebene:

e homogene Stromung mit Geschwindigkeit V in Richtung der reellen Achse;
e umstromt werde ein zylindrisches Hindernis mit beschranktem Querschnitt;
Frage:

e Wie sieht das Stromungsbild der gestérten Strémung aus?
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Beachte:

e die Stromung bleibt im Unendlichen ungestort und somit gilt
grad(®(z)) -V fur z — oo

fiir den Geschwindigkeitsvektor, kurz grad(®(oc0)) = V.



Problembeschreibung/Vereinfachung

Vereinfachte Modellebene:

e Ist das Hindernis eine unendlich diinne Platte parallel zur reellen Achse,
so wird die Stromung nicht gestort.

e in diesem Fall ist das Potential gegeben durch ¥(w) = VRe(w).

e Problem: Bilde das in der physikalischen Ebene durchstromte Gebiet auf
aufgeschnittene Ebene C \ [a, b] ab mit analytischer Funktion f, wobei

f(oo) = 00 und f'(00) = 1.

e Dann gilt mit dem ersten Transformationssatz

grad(®(z)) = grad(¥(w))-f'(z)
grad(®(oc0)) = grad(¥(oo)) fir z — oo

so dass wir in der physikalischen Ebene und in der Modellebene dieselbe
homogene Stromung im Unendlichen bekommen.



Umstromung des Einheitskreiszylinders

e Betrachte die Stromung um den Einheitskreiszylinder;

e Mit der gestreckten Joukowski-Funktion

f(z)=z+z fur [z[ > 1 L

geht das AuBere des Einheitskreises iiber in die aufgeschnittene Ebene

C\{ze€ C|Im(z) =0 und Re(z) € [-2,2]}

e dabei gilt f(co) = 0o und f'(c0) = 1.

e fiir das Potential in der physikalischen Ebene bekommt man somit
]
DO(z) =Y (f(z)) = VRe (z+ 2)

bzw.

X
d(x,y) =V
(x,y) (X+x2—|—y2)






Umstromung des Einheitskreiszylinders

e Betrachte die Stromung um den Einheitskreiszylinder;

e Mit der gestreckten Joukowski-Funktion

f(z)=z+z fur [z[ > 1 L

geht das AuBere des Einheitskreises iiber in die aufgeschnittene Ebene

C\{ze€ C|Im(z) =0 und Re(z) € [-2,2]}

e dabei gilt f(co) = 0o und f'(c0) = 1.

e fiir das Potential in der physikalischen Ebene bekommt man somit
]
DO(z) =Y (f(z)) = VRe (z+ 2)

bzw.

X
d(x,y) =V
(x,y) (X+x2—|—y2)



Umstromung des Einheitskreiszylinders

e Mit grad(W(w)) =V und f'(z) =1 — ;—2 erhalten wir

4(z) = grad(®(2)) = grad(¥(f(2))) - () = V (1 - ;—2)

fir den Geschwindigkeitsvektor bzw. in Polarkoordinaten

q(re'®) =V (1 — leZid))

2
e Speziell an der Zylinderoberflache bekommen wir das Geschwindigkeitsfeld
qe'?) = V(1 e
mit Geschwindigkeit
q(e™®)| = V1 — e**| = 2V]sin(¢)|
e Fir =0 und ¢ = 7 ist die Geschwindigkeit Null (Staupunkte);
e Fiir ¢ = £7/2 ist die Geschwindigkeit maximal, ndmlich 2V.



Komplexe Integration

Einfuhrung

Ziel

Sei f: D = W ¢ C komplexe Funktion und I' ¢ I ¢ T sin Weg von [ im
Definitionsbereich,

Berechne

Fragen:
« Sienvolle Definiticn eines komplexen Inegrals?
* Berechenbarceit?
o Autwelche f znvendsart Idee: Riemannsche Summe!
« Apnangigkeit von I'?

« Komplexe Funklion als komplexes Integra darstellbar?

Vorbemerkungen:
Bemerkungen "

« Komzlexe Fanktion: | @ D — 9, Delinlionsbersicn B¢ T,

o st f reellwertig auf der reellen Achse und ist T' = |, 3| © R beschriinktes

Intervall der reellen Achse, so stimmt das komplexe Kurvenintegral mit dem * Parametriserte, erieatierta Kuwve: (I' C 12 beschrénat)

entsprechenden Riemannschen Integral dberein.

o Das komplexe Kurvenintegral existiert unter folgenden Bedingungen:

1':trs

it zie ) Anfangs vl

M, i fen

(2} Endpurke von T

1. f ist stiickweise stetig lings T, o Zerlegunz Zedege T ir o Teilkarven mit ewvieils Anfanzs- une Eadpunkten

2. I besitzt eine Parametrisierung x{t), t € |a. 3], die stiickweise stetig
differenzierbar ist, so dass ='(£) 5 0 fur 2lle ¢ € [0, 3].
Geometrische Interpretation j I
] Knickstellen ick

wobe

® Fartialsumme: Mit dse = Gy — 2 (=10 0~ 1] bide Partalsumme

o 1. und 2. werden im Folgenden immer vorausgesetzt o

Definition: [Komnplexes Kurvenintegral)
Falls fir jede Zerlegungsfolge g, ...,z fir T mit

— U fiirn =

und jede Wahl von Zwischenpunkten ¢
tiert und jeweils den selhen Wert ergibt, so wird der Grenzvert

n-1 N

s — ) s R R
o So g S giedan = [ i) &

als Integral der Funktion { langs der Kurve I” bezeicnnet.
Man spricnt vom kamplexen Kurvenintegral des Integranden [ aut dem Integra
tionsweg L.

¢ Tz, x| der Grenzwert der Partalsum-

mit G 1 sz



\

Ziel:
Sei f: D — W C C komplexe Funktion und I' € D C C ein Weg von f im

Definitionsbereich.
/ f(2) dz
r

Berechne
Fragen:
e Sinnvolle Definition eines komplexen Integrals?

e Berechenbarkeit?

o Auf welche f anwendbar? Idee: Riemannsche Summe!
e Abhangigkeit von I'?

e Komplexe Funktion als komplexes Integral darstellbar?

Vorbemerkungen:



bar?

Vorbemerkungen:
e Komplexe Funktion: f: D — W, Definitionsbereich D C C.
e Parametrisierte, orientierte Kurve: (I' C D beschrankt)
':t—z(t)eD, tela,p]
mit z(«) Anfangs- und 2z(5) Endpunkt von T'.

o /erlegung: Zerlege I' in n Teilkurven mit jeweils Anfangs- und Endpunkten
20 = 2(tg), 21 = 2(t1),. .., 2n—1 = 2(tn_1), 2n = 2(tn),
wobeia=th <t < - <th,_1<t,=0.

e Partialsumme: Mit Az = zx41 — 2, (K =0,...,n — 1) bilde Partialsumme

i
[

Sn — f(ck)AzkH mlt Ck S Fl[Zk,Zk+1]’

0

e
I



Definition: (Komplexes Kurvenintegral)
Falls fur jede Zerlegungsfolge zo, ..., z, fur I' mit

max |Azg| =0 firn — oo
0<k<n

und jede Wahl von Zwischenpunkten ¢ € I'|,, ., ., der Grenzwert der Partialsum-
men existiert und jeweils den selben Wert ergibt, so wird der Grenzwert

n—1
lim S, = lim Zf((k)Azk =:/f(z) dz
n—xnkzo r

n—oo

als Integral der Funktion f langs der Kurve I' bezeichnet.
Man spricht vom komplexen Kurvenintegral des Integranden f auf dem Integra-
tionsweg I'.



e Komplexe Funktio

Bemerkungen:

o Ist f reellwertig auf der reellen Achse und ist I' = [a, 5] C R beschranktes
Intervall der reellen Achse, so stimmt das komplexe Kurvenintegral mit dem
entsprechenden Riemannschen Integral uberein.

e Das komplexe Kurvenintegral existiert unter folgenden Bedingungen:

1. f ist stuckweise stetig langs T’

2. T’ besitzt eine Parametrisierung z(t), t € |, 8], die stlickweise stetig
differenzierbar ist, so dass 2/(t) # O fir alle t € |, S].

Knickstellen

e 1. und 2. werden im Folgenden immer vorausgesetzt.



Komplexe Integration
Berechnung+Eigenschaften

Vorhamerkungen "Rezept" zur Integralberechnung

o iel: Reduktion sines anmplesen [ategials auf raei welle Integrale
Aufgabe: Berechne komplexes Kurvenintegral

L setige kemplee Funkeion  fa)ds

o Kemplexs Funktion urd Kure
Sx I'der 3aremetrisierts Integratic

Losungsweg:

e sl =

(a) Stelle den Integrationsweg I in Parameterform dar
o Zeileguny, Das Faramelsin seall [, 2

Fitesz(t fira<t<p

oy Ty TS
(b) Substituiere im Integral z = z(t), somit dz = z'(t) dt

(c) Ersetze den Integrationsweg I durch die reellen Grenzen x und 8

2ty his = 2(t,)

(d) Berechne das Integral

che: Saze Fir k=10,

Sie=hoa—b vl An =eg - v e | f(z) dz [ flz(1))2'(1) de. o

Eigenschaften

® Additiv

Fiir sww b

ich des In
Funkzionzn 1 un

I. eflz] dz

© Additd

Hinrwws

ick des Integratd

weges. Seen Iy und Ty 2wl
[
Ubersinstmme. Dann gt fur die zussmmengesetze Kurve 1y + Ty

i dee Enclounkt woa T mit dem Anfangspankt

N stz | “l'k’:?-il fizldz

thn busiglich dus Tntegrationuumges

70 T in enigrgregraseziee Richtung dirchlzdene Kuroe Dann gix

¢ Schraske fiie o

Sei L d Liinge dur Kurww |

1l
|
Bwin: Mit M = s, cr [f]2)] gt din Alischitzung
o
ISul = | 3 fiia

far gie n-te Partidsumme und somit [S, | < ML fir alle n o N
Durch dan Geenzibergang n — oo folgs e Behauptung

< L |01z]|
T
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Vorbemerkungen:

e Ziel: Reduktion eines komplexen Integrals auf zwei reelle Integrale.

e Komplexe Funktion und Kurve: Sei f : D — W stetige komplexe Funktion.
Sei I'der parametrisierte Integrationsweg

Lt z(t) =2(t) +iyt), tela,pl]

e Zerlegung: Das Parameterintervall [« (3] sei zerlegt mit
a=1ty <t <"'<tn_1<tn=ﬂ
so dass I' in n Teilkurven zerlegt ist mit jeweils Anfangs- und Endpunkten

20 =2(to), 21 = 2(t1)y. ..y 2n—1 = 2(tn-1), 2n = 2(tn)

e Teilstiicke: Setze firk =0,...,n—1

Atp =tge1 —tr und  Azg = 241 — 2k. e

Eigenschatfte



"Rezept"” zur Integralberechnung

Aufgabe: Berechne komplexes Kurvenintegral
J f(z)dz
r

Losungsweg:
(a) Stelle den Integrationsweg I" in Parameterform dar

M:t— z(t) fura<t<p

(b) Substituiere im Integral z = z(t), somit dz = z'(t) dt;
(c) Ersetze den Integrationsweg I" durch die reellen Grenzen o und f.

(d) Berechne das Integral
B

L f(z) dz = L f(z(t))z'(t) dt. 9



A 4

Eigenschaften

e Additivitat beziiglich des Integranden.
Fir zwei komplexe Funktionen f und g gilt

J(f(z)%—g(z))dz:J' f(z) dz+j g(z) dz.
r r r

e Homogenitat beziiglich des Integranden.
Fiir eine komplexe Funktionen f und eine Konstante ¢ € C gilt

J cf(z)dz = cj f(z) dz.
r r

e Additivitdt beziiglich des Integrationsweges. Seien I} und I'; zwei
Kurven, wobei der Endpunkt von I'; mit dem Anfangspunkt von I



ch(z) dz = cjr f(z) dz.

e Additivitat beziiglich des Integrationsweges. Seien I} und I; zwei
Kurven, wobei der Endpunkt von I mit dem Anfangspunkt von I’
ubereinstimmt. Dann gilt fiir die zusammengesetzte Kurve I + I

L'“_z f(z)dz = Jr. f(z)dz + Jrz f(z) dz.

e Homogenitat beziiglich des Integrationsweges.
Sei —I" die zu I in entgegengesetzter Richtung durchlaufene Kurve. Dann gilt

J—r f(z)dz = —J f(z) dz.

r

e Obere Schranke fiir den Betrag des Integrals.
Sei L die Lange der Kurve I". Dann gilt die Standardabschéatzung



e Obere Schranke fiir den Betrag des Integrals.
Sei L die Lange der Kurve I'. Dann gilt die Standardabschatzung

Jr f(z)dz

< L max|f(z)|
zel

Beweis: Mit M = max,¢r |f(z)| gilt die Abschatzung

n-1
Z f(Cx)Azy

k=0

n-—1 n—1
< ) If(G)llAzl <M ) |Az| < ML
k=0 k=0

Snl =

fir die n-te Partialsumme und somit |S,,| < ML fiir alle n € N.
Durch den Grenzubergang n — oo folgt die Behauptung.



Integrale analytischer
Funktionen

Vorbemerkungen:
o Grundvoraussetzung: Sei f: D — W analytisch
o Sei weiter [ offen und einfach zusammenhangend.
o Der Integrationsweg | heibt geschlossen, falls Anfangs- und Endpunkt ubereinstimmen.

o [ heibt cinfach geschlossen, falls die Kurve I keine Schnittpunkte besitzt,
d.h. fiir alle Parameter t,,t,,t, # &, einer beliebigen Parametrisierung von

ot z(t) mta<t<f{a<3)

gilt: 2(t))) # 2(tz) fur alle o <ty < tp < A, dh. z(f) ist injektiv auf e, 4[.

Satz: (Cauchyscher Integralsatz)
Sei f: D — W auf dem einfach zusammenhangenden Gebiet G C 2 analytisch.

Dann gilt fiir jede geschlossene Kurve I' € G



Vorbemerkungen:
e Grundvoraussetzung: Sei f : D — W analytisch.
e Sei weiter D offen und einfach zusammenhangend.
e Der Integrationsweg I heilt geschlossen, falls Anfangs- und Endpunkt ubereinstimmen.

e I' heilt einfach geschlossen, falls die Kurve I' keine Schnittpunkte besitzt,
d.h. fur alle Parameter t1, %5, %1 # to, einer beliebigen Parametrisierung von

C:it—2z(t) mita<t<p(a<p)

gilt: z(t1)) # 2(t2) fir alle a < t1 <t < B, d.h. z(t) ist injektiv auf |a, 3]



Satz: (Cauchyscher Integralsatz)
Sei f: D — W auf dem einfach zusammenhangenden Gebiet G C D analytisch.
Dann gilt fur jede geschlossene Kurve I' C G

Af(z) dz = 0.
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