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Folien 4. Vorlesung



Darstellung von Zahlen�����������
	
sei gegeben, eine Darstellung einer Zahl � ��� der Form

�� ����������� � � � ��� ����� �
nennt man

�
-adische Darstellung von � ,

�
heißt Basis, � Stellenzahl und��� die Ziffern der Darstellung. Vertraut ist
� � 	��

(oder auch
� � � ). Die

Umrechnung erfolgt einerseits durch iterierte Division��  � �"! � � �  � �  ��#%$ �&! � �('
Die Darstellung reeller Zahlen, erfolgt durch )*� � ! ) � ����� ) � � 	+� � �,

und die Reihe ) � � -�� �%$.�0/1� � /2� '
Die Konvergenz dieser Reihe werden wir noch untersuchen.

Kapitel 3: Konvergenz von Folgen und Reihen

3.1 Folgen

Es sei 3 ein normierter Vektorraum mit Norm 465�4
Eine Folge 798;:=< :?>A@ ist eine Abbildung BDC 3 , ��EC 8;: � 3

Beispiele:

1) Reelle Folgen ( 3F� G ): 8H:I� 	�
2) Komplexe Folgen ( 3F� J ): 8H:I� K :
3) Folgen von (reellen) Vektoren ( 3L� GNM , O�� P )

8;:I� Q 	� � � � 	�SRUT1V



Rechenoperationen mit Folgen:

Die Menge aller Folgen in 3 ist wieder ein Vektorraum 3 @798 :=< :?>A@ ! 7 � :+< :U>A@ � � 7�8 : ! � :+< :?>A@
� 798 : < :U>A@ � � 7 � 8 : < :?>A@

Rekursion, Iteration:

Definiere eine Folge in 3 rekursiv8 : #%$ � � � 7 � � 8 :=<
wobei

� � B�� 3LC 3
eine Iterationsvorschrift ist.

Beispiel: Intervallhalbierung, Bisektionsverfahren

Berechnung einer Nullstelle einer stetigen Funktion � � G C G
Gegeben seien zwei reelle Zahlen 8 und

�
mit � 7�8?< 5�� 7 � < � �

Definiere zwei Folgen 7	� :+< und 7�
0:+< mittels7	� � � 
 � < � � 798 � � <
für � � 	+� � � '�'�') � � 7	� : / $ ! 
 : / $ <�A�

falls � 7 )1< � � C fertig

falls 7�� 7 ).< 5�� 7	
 : / $ < � � < �
� : � � ) 
 : � � 
 : / $

sonst

�=: � � � : / $ 
 : � � )



Sei � 7��9< � � R�� � , 8 � 	
und

� � � , so erhält man� � : 
 :� 	 ' � � � �*� � � � � � ' � � � � �.� � � �	 	 ' � � � �*� � � � � 	 '�� � � � �.� � � �� 	 ' � � � �*� � � � � 	 '�� � � � �.� � � �P 	 ' P�� � �*� � � � � 	 '�� � � � �.� � � �
... ... ...	�� 	 '	� 	 � ��
 � � � � 	 '�� 	 � � P� ��
 P� � 	 '	� 	 � � 	 P 	���	 	 '�� 	 � � 	 � 	 P �P � 	 '	� 	 � � 	 P � 
 � 	 '�� 	 � � 	 P � 
 �
... ... ...

Konvergenz ist relativ langsam!

Beispiel: Newton–Verfahren

Nullstelle einer stetig–differenzierbaren Funktion � � G C G
� : #%$ � � � : � � 7�� : <

��� 7�� :+< 7�� � 7�� :+<��� � <
mit Startwert � �
Verfahren konvergiert, falls � � hinreichend nahe bei einer Nullstelle ��� liegt

Sei � 7��9< � � R�� � und � � � 	
, so erhält man� � :� 	 ' � � � � � � � � �	 	 '�� � � � � � � � �� 	 '�� 	�
�
�
�
�
�
 �P 	 '�� 	 � � 	 � 
���


� 	 '�� 	 � � 	 P � 
 �
... ...



Definition: Konvergenz von Folgen

Sei 798 : < :?>A@ eine Folge in 3 (Vektorraum mit Norm 4 5 4 )
1) Für � � � B mit

	 � � $ � � R � ��� � '�'�' heißt 798;:���< � >A@ eine
Teilfolge von 798 : < :U>A@

2) Die Folge 7�8 : < heißt beschränkt, falls es ein � � �
gibt mit:� � � B � 4 8 : 4 � �

3) Eine Folge 7�8 : < heißt konvergent mit Grenzwert (Limes) 8 � 3 , falls

��� � � �	��
 � 
 7 � < � B � � �� 
 � 4 8;: � 8S4 � �
Eine nicht–konvergente Folge heißt divergent

4) Eine Folge 798;: < heißt Cauchy–Folge, falls

���%� � �	��
 � 
 7 � < � B � � � � � � 
 � 4 8 : � 8 � 4 � �

Satz: Es gelten:

a) 798;:+< konvergent � 798;:=< beschränkt

b) 798;:+< konvergent � 798;:=< Cauchy–Folge

c) Der Grenzwert einer Folge ist eindeutig bestimmt

Beweis:

Teil a): Ist 7�8;:=< konvergent, so gilt für
�%�D�

und �� 
 7 � <4 8 : 4 � 4 8 : � 8 ! 824 ��� ! 4 824
Damit ist die Folge 798H:=< beschränkt mit der Konstanten � � �

gegeben
durch

� � � �������U4 8 $ 4 � 4 8 R 4 � '�'�' � 4 8�� / $ 4 � 4 824 !����

Also
� � � B � 4 8 : 4 � �



Bemerkung: Die Umkehrung zu der Aussage in Teil b)798 :=< Cauchyfolge � 798;:+< konvergent

gilt nur in gewissen normierten Räumen, nämlich den sogenannten

vollständigen Räumen oder Banachräumen

Vollständige Euklidische Vektorräume nennt man auch

Hilberträume

Beispiele vollständiger Räume: 7 G ��� 5 � < , 7 J ��� 5 � < , 7 G : � 4(5 4�< , 7 ��� 8 ����� � 4(5 4 - <Beispiel für einen nicht vollständigen Raum: 7 ��� 8 � ���9� 465�4 R < .

Satz: Sind 7�8;:+< und 7 � :=< zwei konvergente Folgen, so konvergieren
auch die beiden Folgen 7�8 : ! � : < und 7 � 8 : < und es gelten

a) �	� �:�
 - 7�8 : ! � :=< � �	� �:�
 - 8;: ! �� �:�
 - � :b) �	� �:�
 - 7 � 8 :=< � � �	� �:�
 - 8;:Beweis: Sei 8 � � �	� �:�
 - 8 : � � � �	� �:�
 - � :Teil a): Für � � ������� 
 $ 7 � �0�1< � 
 R 7 � �A�1< � gilt4 7�8 : ! � :=< � 798 � � <;4 � 4 8 : � 824 ! 4 � : � � 4 � �� ! �� � �

Teil b): Für � � 
 $ 7 � � � ��� < und
� �� �

gilt4 � 8 : � � 8S4 � � ��� 5�4 8 : � 8S4 � � ��� �� ��� � �

Der Fall
� � �

ist trivial.



Konvergenzgeschwindigkeit:

Definition: Die Folge 798H:=< sei konvergent mit Grenzwert 8
a) Die Folge 798;:=< heißt (mindestens) linear konvergent, falls eine Kon-

stante
� � � � 	

und ein Index 
 � B existiert mit:

� � � 
 � 4 8 : #%$ � 8S4 � � 4 8;: � 824
b) Die Folge 798;:=< heißt (mindestens) superlinear konvergent, falls eine

nicht–negative Nullfolge � : � � mit �	� �:�
 - � : � �
existiert, so dass

� � � 4 8 : #%$ � 8S4 � � : 4 8 : � 8S4
c) Die Folge 798;:=< heißt konvergent mit der Ordnung (mindestens) �

�
	
,

falls eine nicht–negative Konstante � � � existiert, so dass

� � � 4 8 : #%$ � 824 � � 4 8 : � 824��


