8.4 Integration rationaler Funktionen
Rationale Funktionen

p(zx)
q(z)’

Integration erfolgt Uber die

n m
R(z) = px) = Y apa®, qlz) = Y bpa®
Partialbruch—-Zerlegung

einer rationalen Funktion.
Ansatz:

R(z) = p1(oc)+zl {(xaj;,)-F 52 +...+7ajkj ]
j

j=1 (z —CUj)Q (x—acj)kj
no . .
V1% + 5]‘1 'Vkax + 5jkj
+ +...+
j:nxl:_H [(z — aj)2 + b]2']1 [(x — aj)2 + bjz.]kj
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8.4 Integration rationaler Funktionen
Rationale Funktionen

zww%%pm=z%&qm=zmﬁ
q\r k=0 k=0

Integration erfolgt Gber die
Partialbruch—Zerlegung

einer rationalen Funktion.
Ansatz:

o ) ny aj1 a2 _ Yk
R(x) pi( )"‘j;l |:(a;-_a';j) +(.§U—37j)2+.”+ (:c—zcj)kj]

Vik;T T Ok,
[(z - aj)2 + 21"
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Yj1% + 051
[(xz —a;)2 +b7]}

no
+ Y +.o+

Jj=ni1+1




Erlauterungen:

1) Wir haben angenommen, dass p(x) und ¢(x) keine gemeinsamen
Nullstellen besitzen.

2) Das Polynom p1 () tritt nur auf, falls
deg p > deg ¢
In diesem Fall berechnet man p (z) mittels Polynomdivision.

3) Bei der verbleibenden rationalen Funktion

po(x)

q2(x)
besitzt der Nenner ¢»(x)

= R(z) — p1(x)

e die reellen Nullstellen T mit Vielfachheit k;
e die komplexen Nullstellen zj = a; + 1b; mit Vielfachheit k;

e und damit komplex konjugierte Nullstellen z; = a; — ib;
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Ansatz:

N . n1 a1 a2 L
R(x) p1( )+j§1 |:(:Uxj)+($$j)2+...+($$j)kj]

Vjk; T+ Ojk;
[(z —a;)2 4 b2

Y1 + 951
[(z — a;)2 4 b3]!

no
+ >

J=n1+1

+ ...+

Parameter, die berechnet werden missen
Oéjl, j=l,...,n1,l=1,...,k:j
Yii, J=mn1+1l,...,n0,l=1,...k;
5jl7 j=n1—|—1,...,n2,l=1,...,k’j

Dies erfolgt Uber Koeffizientenvergleich,
d.h. die rechte Seite wird auf den Hauptnenner gebracht.
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Beispiel: Wir betrachten die rationale Funktion

1—=x
B = ot
Ansatz:
_ v1T + 41
R@) = 1424 META

= 11—z = x(x + Dag + (22 4 Das + 22(y1z + §1)
Ausmultiplizieren:
1— 2= (a1 +71)7° + (a2 + 61)2% + a1z + az
Koeffizientenvergleich:
a1+71 =0, a2+ =0, ag=-1, ax=1
Partialbruchzerlegung:
r—1

R@)= -+ 5+ 57
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Bei der Integration rationaler Funktionen gibt es 4 Grundtypen:
1) Polynome:

Ck k—}—l
/chx dx_kzoik’—l—l + C

2) Inverse Potenzen:

In|jz —zo| + C l=1

N 1 1
/(a:—w)l : C :1=2.3,...
0 1—1 (x—ag)1 T

3) Inverse Quadrate:

1
/7@2 i (1 € N)

1
2(1 1)

t
(12 + 1)1

[(3—25)15_1 - 1=2,3,...



Zunachst gilt:

1
I :/ dt = arctant 4+ C
1 21 +
Herleitung einer Rekursionsformel fur [ > 1:

Mittels Substitution:

2t du 1 1
/(t2—|—1)ldt - /Uzl—z'ul—1+c
1 1

S il @y ©

Mittels partieller Integration:

241 2t
By = [optd= [ = [ 2
o (t2+1)l ! (t2+1)l 2 @y T

- 2(1—l)(t2—|—1)l 1 2(1—z)'Il—1+Il
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4) Wie Typ 3), aber Zahler linear:
cx +d _c 2(x —a)
/ [(z —a)2 + b2]! =5 / [(z —a)? + b2]! e

+(d+ec a)/[(

a)2 + b2]l
Erstes Integral:
2(x —a) ir = du
[(z — a)2 + b2]! u!
In|(z —a)? + b2+ C c1=1
= 1 1

1-1 [(z—a)2+b2)]
Zweites Integral:

: Tr—a
mit t=

1 t
/ (@ —a)2 + b2l p2-1 / (t2 4+ 1)t b
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+C 1=23,...



Beispiel:  Wir betrachten wiederum die rationale Funktion

l—=x
R = —5——
@) 2(3:2 1
xz—1
= = + + + -
= /R(:c)da: = In|x|——+ In(a: + 1) —arctanxz+ C
Bemerkung: Substitution bei anderen Integralen:
1)
/R(ex) dr = /@dt
2)

1—t2 2t 2
R(cosz,sinx)d =/R , dt
/ (cosz,sin) de (1—|—t2 1—|—t2>1—|—t2
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