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Klassenstufen 7, 8

Aufgabe 1 (3+7+10 Punkte). Gegeben seien die Zahlenfolgen:
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(a) Gib die Zahlenfolge fiir n = 5 an.

(b) e Wie viele Zahlen hat die Folge fiir n = 67
e Finde einen Term fiir die Anzahl A(n) der Zahlen der n-ten Zahlenfolge.

(¢c) e Berechne den Mittelwert und die Summe der Zahlen der Folge fiir n = 6.

e Finde je einen Term fiir den Mittelwert M (n) und die Summe S(n) der
Zahlen der n-ten Zahlenfolge.

(Alles natiirlich mit Begriindung.)
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Aufgabe 2 (4+5+5+6 Punkte). Hinz und Kunz gehen iiber den Hamburger Dom.
Beide spielen gerne an Wiirfelbuden. In den beiden Buden Primz und Unz wird
jeweils mit zwei Wiirfeln (jeweils mit den Zahlen 1 bis 6) gespielt.

Bei Primz gewinnt man, wenn die Augensumme der beiden geworfenen Wiirfel

eine Primzahl ist. Bei Unz gewinnt man, wenn die Augensumme eine ungerade
Zahl ist.

(a) Begriinde, dass es sowohl bei Primz wie bei Unz fiinf giinstige Ausgénge
(Augensummen) gibt. Gib diese jeweils an.

(b) Bestimme die Gewinnwahrscheinlichkeit bei Unz.

(c) Hinz behauptet, dass die Gewinnchance bei Primz genauso grof ist wie bei
Unz. Hat er Recht? (Begriinde.)

(d) Kunz wiirfelt bei Primz. Nachdem er den ersten Wiirfel gesehen hat, sagt
er: ,Juhu, wie gut, dass ich mich fiir Primz entschieden habe.“ Offensichtlich

hat er eine Zahl gesehen, mit der seine Gewinnchance bei Unz kleiner wére.
Welche Zahl hat er gesehen?
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Aufgabe 3 (10+10 Punkte). Bei der Post kann man Paket-Sets in vier Grofien
kaufen:

Grofle 1: 250 mm x 175 mm x 100 mm
Grofle 2: 350 mm x 250 mm x 120 mm
Grofle 3: 400 mm x 250 mm x 150 mm
Grofle 4: 500 mm x 300 mm x 200 mm

Es sollen Gegenstiande in diese Pakete eingepackt werden, wobei jede Seite des
einzupackenden Gegenstands parallel zu einer Seite des Pakets sein soll.

(a) Gib an, wie viele Pakete der Grofle 1 in die Pakete der Grofe 2, 3 bzw. 4
hineinpassen. Begriinde.

(b) Karla will Maya Karl-May-Bénde einer bestimmten Auflage schicken und
zwar mindestens drei Stiick. Jedes Buch hat die Mafle 12 cm x 20 cm x 4 cm.
e Welche Paketgrofle muss sie mindestens nehmen?

e Gib an, wie viele Biicher dann hochstens in diese Paketgrofie passen
und beschreibe wie du die Biicher anordnest.
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Aufgabe 4 (5+5+5+5 Punkte). (a) Zwei Innen-
winkel eines Dreiecks sind in der Zeichnung rechts
angegeben.

Berechne die Auflenwinkel «, § und v und die
Summe
a+ [ +7.

(b) Berechne die Summe der Aulenwinkel eines
(beliebigen) konvexen Vierecks (ein Beispiel ist in
der Abbildung rechts).

(c) Berechne die Summe der AuBenwinkel eines
konvexen Fiinfecks.

Hinweis: Statt des Vier- und Fiinfecks kannst du
natiirlich auch gleich das n-Eck betrachten.

(d) Nun werden Uberschneidungen der Seiten der
Polygone zugelassen, aber dafiir sollen alle Ecken

auf einem Kreis liegen, wie in dem rechts abge-
bildeten Fiinfeck.

Berechne die Summe der AufBlenwinkel in dem
rechts skizzierten Fiinfeck. (Hinweis: Messen ist
kein Beweis.)

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Uberle-
ge, wie man im allgemeinen Fall eines in einem
Kreis einbeschriebenen n-Ecks mit Uberschnei-
dungen die Auflenwinkel definieren konnte. Stelle
Vermutungen iiber die AuBenwinkelsumme auf.
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Klassenstufen 9, 10

(Beispiel eines gleichschenkligen Dreiecks aus Gitterpunkten.)

Aufgabe 1 (5+5+10 Punkte). Wir betrachten sechzehn Punkte eines quadra-
tischen Gitters wie oben angeordnet. Drei dieser Punkte bilden hier ein Dreieck,
wenn sie nicht auf einer Geraden liegen. (Entartete Dreiecke werden hier also nicht
betrachtet.)

(a) Zeige: Man kann von diesen 16 Punkten vier Punkte so auswéhlen, dass keine
drei von ihnen die Eckpunkte eines gleichschenkligen Dreiecks bilden.

(b) Zeige: Man kann von diesen 16 Punkten fiinf Punkte so auswihlen, dass keine
drei von ihnen die Eckpunkte eines gleichschenkligen Dreiecks bilden.

(c) Zeige: Wenn man von diesen 16 Punkten neun beliebig auswihlt, kann man
stets drei unter ihnen finden, die ein gleichschenkliges Dreieck bilden.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). (a) Zeige: Man kann von diesen 16 Punk-
ten sechs Punkte so auswéhlen, dass keine drei von ihnen die Eckpunkte eines
gleichschenkligen Dreiecks bilden.

(b) Zeige: Wenn immer man sieben dieser 16 Punkte auswéhlt, bilden drei von
ihnen die Eckpunkte eines gleichschenkligen Dreiecks.
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Aufgabe 2 (4+4+45+7 Punkte). Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 0 sei a(n) die
natiirliche Zahl, deren Ziffernfolge aus n Einsen besteht, und b(n) die Zahl, deren
Ziffernfolge nacheinander aus einer Eins, n — 1 Nullen und einer Fiinf besteht.
(Zum Beispiel ist a(7) = 1111111, b(7) = 10000005). Weiterhin sei

c(n) =a(n)-b(n) + 1.
(a) Beweise, dass fiir kein n die Zahl ¢(n) durch 10 teilbar ist.
(b) Zeige, dass ¢(1), ¢(2) und ¢(3) Quadratzahlen sind.
(c) Beschreibe die Ziffernfolge von ¢(n).
)

(d) Beweise, dass fiir alle n die Zahlen c¢(n) Quadratzahlen sind. (Hinweis: Man
kann die 3. Binomische Formel ausnutzen.)
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Aufgabe 3 (6+6+8 Punkte). Es seien p und ¢ zwei Primzahlen mit p > ¢. Er-
sichtlich sind dann die Briiche £ und I ausgekiirzt (das heiBt, Zéhler und Nenner
enthalten keinen gemeinsamen Faktor mehr), und keiner der beiden Zihler und
keiner der beiden Nenner lasst sich in zwei Faktoren grofler als 1 zerlegen.

a) Zeige, dass der mit dem Nenner p - ¢ geschriebene Bruch £ + £ immer noch
(a) Zeige, P-qg b+1

ausgekiirzt ist.

(b) Nun wird ein ausgekiirzter Bruch £ betrachtet, bei dem 7 und s aber keine
Primzahlen seien miissen. Ist es moglich, dass der mit dem Nenner r - s
geschriebene Bruch £ + 2 nun nicht ausgekiirzt ist?

(c) e Zeige, dass der mit dem Nenner p - ¢ geschriebene Bruch § — % immer

ausgekiirzt ist.

e Bestimme, fiir welche Primzahlen p > ¢ der Zéahler eine Primzahl ist
und fiir welche nicht.
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Aufgabe 4 (64+4+6+4 Punkte). Gegeben sei ein beliebiges Dreieck AABC' und
sein Umkreis K mit dem Mittelpunkt M. Sei T" der Schnittpunkt der Tangenten
an K in A und in B. Die Gerade g verlaufe parallel zu AC durch T'. Seien D und
E die Schnittpunkte der Geraden g mit BC' bzw. AB.

(a) Zeige, dass LTAB = ZABT = ZACB gilt.

(b) Zeige, dass die Dreiecke AEBD und AET A &hnlich zu AABC sind.
(c) Berechne ZADFE (in Abhéngigkeit von «, £ oder 7).

(d) Beweise, dass das Dreieck AADC gleichschenklig ist.

Hinweis: Die Aussagen vorheriger Aufgabenteile diirfen in den jeweiligen Aufga-
benteilen benutzt werden.
Es darf angenommen werden, dass M innerhalb des Dreiecks AABC' liegt.
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Oberstufe (11, 12, 13)

Aufgabe 1 (4+4+4+8 Punkte). Ein Rechteck der Breite m und der Héhe n be-
stehe aus m - n quadratischen Késtchen der Seitenlénge 1. Die Seiten der Késtchen
sollen mit den Farben Rot, Griin, Blau und Schwarz so eingefdarbt sein, dass

e jedes Késtchen vier verschiedenfarbige Seiten hat und
e aneinanderliegende Seiten jeweils dieselbe Farbe haben.

Es wird nun untersucht, wann es moglich ist, dass die vier dufleren Kanten des
m X n-Rechtecks jeweils eine durchgéingige Farbe haben und keine zwei der dufleren

Kanten gleichfarbig sind.
a) Zeige, dass es fiir m = 2 und n = 2 moglich ist.

(a)

(b) Zeige, dass es fiir m = 3 und n = 3 moglich ist.

(c) Zeige, dass es fiir m = 3 und n = 2 nicht mdoglich ist.
)

(d) Zeige, dass es fiir ein Paar (m,n) genau dann moglich ist, wenn m+n gerade

1st.
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Aufgabe 2 (20 Punkte). Bestimme alle Losungen von
(22 =3z +3)* - 3(2? —32+3)+3 =u.

(Hinweis: Es muss natiirlich auch gezeigt werden, dass es keine weiteren Losungen
gibt.)
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Aufgabe 3 (7+7+6 Punkte). Rechtecke sollen so ohne Uberlappung in ein Qua-
drat gelegt werden, dass die Rechteckseiten parallel zu den Quadratseiten sind.

(a) Gib jeweils die kleinste Seitenlidnge fiir ein Quadrat an,

e in das man vier 2 x 9-Rechtecke bzw.

e in das man vier 3 x 5-Rechtecke
hineinlegen kann. (Begriinde.)

(b) Ermittle in Abhéngigkeit von a und b die kleinste Seitenlénge fiir ein Qua-
drat, in dass man vier a x b-Rechtecke hineinlegen kann.

(c) Beweise mit den bisherigen Ergebnissen die folgende Ungleichung, welche die
einfachste Variante der Ungleichung zwischen arithmetischem und geometri-

schem Mittel ist: ;
> Vab
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Aufgabe 4 (5+5+5+5 Punkte). In Sigmars Hotel gibt es fiinf Zimmer, die alle
belegt sind: Herr Eins wohnt in Zimmer 1, Herr Zwei in Zimmer 2, ..., Herr Fiinf
in Zimmer 5. Sigmar kann leider nicht richtig mit dem Computer umgehen und
erzeugt eine fehlerhafte Gésteliste: Darin sind zwar alle fiinf Herren fiir verschiede-
ne Zimmer eingetragen, aber nicht unbedingt richtig zugeordnet. Anstatt die Liste
erneut zu bearbeiten, zieht Sigmar es vor, lieber die Géste so umziehen zu lassen,
dass die Liste stimmt. Wihrend des Abendessens am Anreisetag heftet Sigmar an
die entsprechenden Zimmertiiren ein Schild, auf dem er den jeweiligen Bewohner
bittet, nach dem Abendessen in das angegebene Zimmer umzuziehen. Hierbei kann
es auch vorkommen, dass an einigen Zimmertiiren gar kein Zettel heftet und der
entsprechende Gast in dem Zimmer bleibt.

Leider vergisst er, die Schilder abzunehmen. Die Géste befolgen daher nach
jedem Abendessen die Anweisung an der Tir des Zimmers, das sie an dem Tag
bewohnt haben.

(a) Angenommen, in der zweiten Nacht ist die Verteilung der Géste wie folgt:
Name ‘ Eins ‘ Zwei ‘ Drei ‘ Vier ‘ Fiinf
Zimmernummer ‘ 2 ‘ 1 ‘ 4 ‘ 3 ‘ )

Gib die Gésteliste von Sigmar an, falls an der Tiir von Zimmer 1 steht: ,,Bitte
ziehen Sie nach dem Abendessen in Zimmer 4 um.*

(b) Schlafen unter derselben Annahme wie im vorherigen Aufgabenteil alle Géste
irgendwann gleichzeitig in ihren urspriinglichen Zimmern (also Herr Eins in
Zimmer 1 usw.)? Wenn ja, in welcher Nacht passiert das zum ersten Mal?

(c) Angenommen, in der zweiten Nacht ist die Verteilung der Géste wie folgt:
Name ‘ Eins ‘ Zwei ‘ Drei ‘ Vier ‘ Fiinf
Zimmernummer ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5! ‘ 1

Gib an, wie Sigmars Gésteliste in diesem Fall aussehen konnte.

(d) Kann man fiir jede mogliche Liste von Sigmar und ohne Kenntnis der Bele-
gungen in vorherigen Néchten eine Aussage iiber die Belegung in der 121ten
Nacht machen?

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Das Hotel habe jetzt n Zimmer.

e Gibt es eine Nacht, von der wir unabhéngig von Sigmars Liste wissen, dass
danach jeder Gast schon mindestens einmal in seinem urspriinglichen Zimmer
geschlafen hat? Welches ist die kleinste Zahl k, so dass dies nach der k-ten
Nacht der Fall ist?

e Gibt es eine Nacht, von der wir unabhéngig von Sigmars Liste wissen, dass
alle Géaste gleichzeitig in ihren urspriinglichen Zimmern schlafen? Welches
ist die kleinste Zahl k, so dass dies in der k-ten Nacht eintritt?
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Losungen 7, 8
Losung 1. (a) Fiir n =5 lautet die Folge

1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,6,6,6,6,7,7,7,8,8,9.

(b) Schreibt man von 1 bis n jeweils die wiederholten Zahlen in eine Reihe, aber
jede neue Zahl in eine neue Zeile, erhdlt man ein Dreieck der Hohe n (n
Zahlen von 1 bis n) und der Breite n (n-mal die Zahl n). Auch die Zahlen
von n + 1 bis 2-n — 1 ergeben auf diese Weise ein Dreieck mit Hohe n — 1
(n — 1 Zahlen von n + 1 bis 2-n — 1) und Breite n — 1 (n — 1-mal die Zahl
n+1):

1 n+1 n+1 n+1

2 2 n-+ 2 n -+ 2 n -+ 2

Diese beiden Dreiecke kann man zu einem vollstéandigen n x n-Quadrat zu-
sammenfiigen. Beispielhaft fiir n = 2 bis n = 5:

1

11555
113 ;;l;l 2 216 6 ?))
2 2 3 33 3|7 4
4 4 4 4 5

Somit besteht die n-te Zahlenfolge aus n? Zahlen.

Fiir n = 6 sind es also 36 Zahlen und allgemein ist die Anzahl der Zahlen

der n-ten Zahlenfolge
A(n) = n?.

Alternativ kann man die Zahlen auch entlang von Diagonalen eines n x n-
Quadrats anordnen:
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1 2 n—1 n
/ /
2 n—1 n n-+1
/ /
—1 n—l—l
/ /
—1 n+1 2.-n—2

’n—lZahlenV /n—|—1 Q.n_2/2.n_1
o Zabten] [T oo

Zum Beispiel fiir n = 5 erhalten wir:

O = W N =
NN NN
Sy O = W N
NN NN
N O Ot e W
NN NN
0 1 O U i
NN NN
© 00 3 O Ot

(c) Der Mittelwert der einmal vorkommenden Zahlen 1 und 11 betrégt 6, der
der zweimal vorkommenden Zahlen 2 und 10 ebenfalls usw. Somit ist auch
insgesamt der Mittelwert M (6) = 6. Da A(6) = 36 ist, betriagt die Summe

S(6) = A(6) - M(6) = 36 -6 = 216.

Allgemein ist der Mittelwert einer Zahl der Folge und der entsprechenden
Zahl vom Ende der Folge immer n, da von den Zahlen n aus gesehen nach
links immer so viele um 1 kleinere Zahlen stehen wie nach rechts um 1 grofie-
re. Der Mittelwert der n-ten Zahlenfolge betragt also

M(n) =n.

Damit errechnet man auch gleich die Summen der n-ten Zahlenfolge

Losung 2. (a) Bei Primz sind die giinstigen Augensummen 2, 3, 5, 7 und 11,
wéhrend sie bei Unz 3, 5, 7, 9 und 11 sind.

(b) Steht das Ergebnis des ersten Wiirfels fest, fithrt entweder jede ungerade oder
jede gerade Zahl auf dem zweiten Wﬁrfel zu einer ungeraden Augensumme.
In beiden Féllen ist die Chance also , weshalb sie auch insgesamt 3 L ist.

(c) Neben den gemeinsamen giinstigen Ausgéangen, gibt es bei Primz die Augen-
summe 2, wihrend es bei Unz die Augensumme 9 gibt. Da es jedoch nur eine
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Moglichkeit fiir die 2 gibt, namlich 1 + 1, aber vier Méglichkeiten fiir die 9,
namlich 3+6, 4+ 5, 5+4 und 6 + 3, ist die Gewinnchance bei Primz kleiner
als bei Unz.

Da alle weiteren giinstigen Augensummen bei Primz und Unz dieselben sind,
kann die Gewinnchance bei Primz nur grofler als die bei Unz sein, wenn 2
noch als Augensumme moglich ist, 9 aber nicht mehr. Dies ist nur genau
dann moglich, wenn der erste Wiirfel eine 1 anzeigt.

Bei Primz sind dann noch die giinstigen Augensummen 1+ 1, 142, 1+ 4
und 1 + 6 moglich, wihrend bei Unz nur 1+ 2, 1 4+ 4 und 1 + 6 als giinstige
Augensummen moglich sind.

Losung 3. (a) Da 2-175 = 350 ist, kann man die 175 mm-Seite von Groe 1

(b)

zweimal an die 350 mm-Seite von Grofle 2 anlegen und die 250 mm-Seiten
aneinander legen. Schon vom Volumen passt kein drittes Paket der Gréfle 1
in die verbleibenden 350 mm x 250 mm x 20 mm.

Die 175 mm-Seite von Grofle 1 passt nur an die 250 mm- oder an die 400 mm-
Seite von Grofle 3. Legte man es an die 250 mm-Seite, blieben 75 mm {ibrig,
die man fiir keine Seite mehr nutzen kénnte; die 250 mm-Seite von Grofie 1
miisste dann an die 400 mm-Seite von Groéfle 3, weder die verbleibenden
150 mm x 250 mm x 150 mm, noch die an der anderen Seite verbleibenden
400 mm x 250 mm x 50 mm reichen fiir ein weiteres Paket der Grofle 1 aus.
Da man so also nur ein Paket unterbringen kann, kann man annehmen, dass
die 175 mm-Seite von Gréfle 1 an der 400 mm-Seite von Gréfle 3 liegt, die
250 mm-Seiten aneinander und die 100 mm-Seite an der 150 mm-Seite. Die
50 mm an der 150 mm-Seite kann man nicht mehr fiir eine Seite der Grofie 1
nutzen. In die verbleibenden 225 mm x 250 mm x 150 mm passt mit der
gleichen Uberlegung nur noch ein weiteres Paket der GroBe 1. Obwohl vom
Volumen her drei Pakete der Grofle 1 in eins der Grofle 3 passen wiirden,
kann man also mit parallelen Seiten nur zwei hineinpacken.

Die 250 mm-Seite von Grofle 1 passt zweimal an die 500 mm-Seite von
Grofle 4, die 100 mm-Seite dreimal an die 300 mm-Seite. In die verbleibenden
500 mm x 300 mm x 25 mm passt schon vom Volumen her kein weiteres Paket
der Grofle 1 mehr, da

250 mm 100 mm 175 mm 1r 2 A 7_7>1
500mm 300mm 25mm 2 3 6 '

Also passen hochstens 6 Pakete der Grofle 1 in ein Paket der Grofle 4.

e Legt man die Biicher parallel zu den Seiten in ein Paket der Grofle 1, so
passt die 200 mm-Seite nur an die 250 mm-Seite, die 120 mm-Seite von
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den verbliebenen nur an die 175 mm-Seite, weshalb die 40 mm-Seite
an der 100 mm-Seite liegen muss. So kann man aber nur zwei Biicher
unterbringen (obwohl vom Volumen her vier passen wiirden). Es muss
also mindestens Grofle 2 fiir drei Biicher verwendet werden, was auch
passt, wie im néchsten Teil gezeigt wird.

e Da jede Seite eines Buches ein ganzzahliges Vielfaches von 40 mm lang
ist, kann unabhéngig von der Anordnung der Biicher an jeder Stelle
entlang der 350 mm-Seite des Pakets hochstens 320 mm und an jeder
Stelle entlang der 250 mm-Seite des Pakets héchtens 240 mm genutzt
sein. Insgesamt kann also héchstens 320 mm x 240 mm x 120 mm des
Pakets benutzt sein. Man erhélt als Verhéltnis des héchstens genutzten
Volumens des Pakets zum Volumen eines Buchs

320 mm 240 mm 120 mm 6 48

. . —8.—.1=— <1
40 mm 200 mm 120 mm 8 5 5 <10,

weshalb hochstens neun Biicher in ein Paket der Gréfle 2 passen kénnen.
Dass neun Biicher wirklich passen, wird nun gezeigt.

Legt man acht Biicher mit ihren grofiten Seiten aneinander, benétigt
man 120 mm x 200 mm x 320 mm. Vom Paket bleibt dann noch ein
Raum von 350 mm x 50 mm x 120 mm. Dort hinein passt ein weiteres
Buch hochkant neben dem Stapel.

Losung 4. (a) Als Nebenwinkel zu 70° ist a = 180° — 70° = 110°, entsprechend
ist § = 180° — 60° = 120°. Wenn +" den Nebenwinkel zu ~ bezeichnet, ergibt
sich iiber die Innenwinkelsumme im Dreieck 7' = 180° — 70° — 60° = 50°.
Damit ist dann v = 180° — ~/ = 130°. Als Summe der Aulenwinkel erhalt
man

a+ B+ =110° + 120° + 130° = 360°.

(b) Es sei o = 180° — v der Nebenwinkel zu « usw. Damit gilt dann fiir die
Innenwinkelsumme im Viereck

o + 8 ++"+ 8§ =360°.
Man berechnet

a+B+v+08=(180°—a') 4 (180° — ') + (180° — +/) + (180° — &)
=4-180°— (&' + '+ +0)
=4-180° — 360° = 360°.
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(c) Die Innenwinkelsumme im Fiinfeck betrégt (5—2)-180° = 540°. Mit analoger
Rechnung zum vorherigen Aufgabenteil erhélt man fiir die Aulenwinkelsum-

me
5-180° — (5 —2) - 180° = 900° — 540° = 360°.

Analog erhélt man fiir jedes n-Eck die AuBlenwinkelsumme

n-180° — (n —2) - 180° = 2 - 180° = 360°.

Bemerkung: Die Formel (n — 2) - 180° fiir
die Innenwinkelsumme im n-Eck erhélt man
(zumindest fiir konvexe n-Ecke), indem man
das n-Eck durch das Einzeichnen von Dia-
gonalen, die jeweils eine Ecke abtrennen,
immer weiter in Dreiecke zerlegt. Fiihrt man
dies genau n — 3-mal durch, ist vom n-Eck
noch ein Dreieck iibrig, so dass man insge-
samt n — 2 Dreiecke mit Innenwinkelsumme
von jeweils 180° hat. Zusammen sind die In-
nenwinkel der Dreiecke die Innenwinkel des
n-Ecks.

Bemerkung: Man kann auch ohne Verwendung der Innenwinkelsumme im
n-Eck zeigen, dass die Auflenwinkelsumme stets 360° betrigt. Dazu ver-
schiebt man alle Aulenwinkel parallel so, dass sie einen gemeinsamen Schei-
telpunkt haben. Zusammen bilden sie dann einen Vollwinkel. Wie wir im
Folgenden zeigen werden, ergibt sich dadurch ein Winkel, der ein Vielfaches
von 360° ist.

In den nachfolgenden Zeichnungen werden die Aulenwinkel im Beispiel eines
Vierecks nacheinander an den Punkt A geschoben. Zunéchst wird 5 entlang
AB an A verschoben. Danach wird v entlang BC' und danach entlang AB
an A verschoben.




Hamburger Tag der Mathematik, 12. November 2011 — Losungen 7, 8 18

Zuletzt wird noch § verschoben, wobei man sehen kann, dass es keinen Un-
terschied macht, ob man nacheinander entlang C'D; BC' und AB oder direkt
entlang AD verschiebt. Also ergibt sich ein Vollwinkel, 360°. Bei einem all-
gemeinen n-Eck kann man genauso vorgehen, aber wir haben eigentlich nur
gezeigt, dass sich ein Vielfaches von 360° ergibt, dass man genau einmal
herum kommt, bedarf einer genaueren Uberlegung.

Wenn man die Winkel wie in der Bemerkung im vorangegangenen Lsungs-
teil aneinanderschiebt, miissen sie sich zu einem Vielfachen des Vollwinkels
erginzen. Es ist allerdings nicht ganz klar, um welches Vielfaches es sich han-
delt. Mit der folgenden Uberlegung erhilt man, dass die AuSenwinkelsumme
2-360° = 720° betragt:

Die inneren Schnittpunkte der Seiten des iiberschlagenen Fiinfecks bilden ein
konvexes Fiinfeck (grau in der Abbildung).

Zwei AufBlenwinkel zu benachbarten
Ecken des konvexen Fiinfecks (¢ und
¥ im Beispiel) liegen in einem Drei-
eck mit einem Eckpunkt (E) des iiber-
schlagenen Fiinfecks. Als Stufenwin-
kel an der Parallelen ihrer gemeinsa-
men Seite (Teil von BC') im konvexen
Fiinfeck durch den Eckpunkt des iiber-
schlagenen Fiinfecks (FE), ergénzen sie
sich zum Auflenwinkel (¢ = ¢ +9) an
der Ecke (E) des iiberschlagenen Fiinf-
ecks.
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Durchlduft man einmal das iiberschlagene Fiinfeck und zahlt dabei alle Au-
Benwinkel zusammen, erhélt man dabei also die gleiche Summe, als wenn
man das innere, konvexe Fiinfeck zweimal durchlauft und dabei jeweils an
einer Ecke den Auflenwinkel addiert.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). Die Schwierigkeit einer sinnvollen Definiti-
on von Aufenwinkeln wird deutlich, wenn man neben den Polygonen ohne Uber-
schneidungen (links in der folgenden Abbildung), dem ,,Stern“ aus dem vorherigen
Aufgabenteil (Mitte) noch ein Viereck mit Uberschneidung betrachtet:

Beim {iberschlagenden Viereck ist nicht klar, was iiberhaupt das ,, Innere“ und
das ,,AuBere® des Vierecks ist. Zumindest lisst sich das nur so festlegen, dass sich
beim Durchlaufen des Polygonzuges abwechselt, ob das ,,Innere“ rechts oder links
liegt.

Trotz dieser Problematik wollen wir Auflen-
winkel entlang des Polygonzuges definieren. Wir
miissen eine Wahl der Richtung des Polygonzuges
treffen, von der dann auch abhéngt, welches die
Auflenwinkel sind:

Entlang des Streckenzuges sei der Aulenwin-
kel an einem Eckpunkt immer der Winkel von
der Verldngerung der vorherigen Seite gegen den
Uhrzeigersinn zur nachfolgenden Seite (wie in der
Beispielabbildung rechts).

Fiir die Ermittlung der Aulenwinkelsumme hat diese Definition den Vorteil,
dass man die oben in den Bemerkungen geschilderte Strategie, aufeinanderfolgen-
de Winkel aneinander zu schieben, hier ebenfalls anwenden kann. Dadurch, dass
der Winkel immer gegen den Uhrzeigersinn gemessen wird, addieren sich die Au-
Benwinkel zu Vielfachen des Vollwinkels.

Um zu ermitteln, wie viele Vollwinkel die Summe der Auflenwinkel einnimmt,
beginnt man bei einem Punkt (im Beispiel A) und ermittelt gegen den Uhrzei-
gersinn entlang des Kreises jeweils, welches der nichste Punkt entlang des Stre-
ckenzuges ist (im Beispiel zunéichst B, dann C und zuletzt D). Jedes mal, wenn
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man dabei A iiberschreitet, wird ein Vollwinkel vervollstindigt (im Beispiel tiber-
schreitet man A, wenn man im Uhrzeigersinn entlang des Kreises von C' zu D
geht).

Wie schon in der Bemerkung oben miissen noch weitere Uberlegungen ange-
stellt werden, weshalb das Zahlen der Vollwinkel so funktioniert.

Hinweis zur Definition: Mit anderen, vielleicht sogar sinnvolleren, Definitionen
von AuBlenwinkel erhélt man andere Aulenwinkelsummen.
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Losungen 9, 10

Losung 1. (a) Beliebige vier der Punkte im néchsten Aufgabenteil haben diese
Eigenschaft.

(b) In den folgenden Zeichnungen sind sogar sechs Punkte mit der Eigenschaft
markiert:

Dreiecke aus markierten Punkten bestehen hier stets aus zwei Punkten unten
und einem rechts oder zwei Punkten rechts und einem unten. In jedem Fall
ist die Seitenldnge der Seite entlang der Gitterlinie ganzzahlig (wir konnen
einfach voraussetzen, dass der Gitterabstand die Lénge eins hat), wihrend
die anderen beiden nicht ganzzahlig und verschieden sind, wie man leicht
nachrechnen kann.

Bemerkung: Es ist auch moglich sechs Punkte auszuwéhlen, ohne dass drei
Punkte auf einer Geraden gewihlt werden, allerdings ist es dann etwas
miithsamer zu {iberpriifen, dass keine gleichschenkligen Dreiecke vorkommen:

Uberpriift man fiir jedes Paar markierter Punkte, dass auf der Mittelsenk-
rechten der Verbindungsstrecke kein weiterer markierter Punkt liegt, so stellt
man fest, dass es keine gleichschenkligen Dreiecke aus markierten Punkten
gibt. Auf Grund der Symmetrie gibt es nur drei Klassen von Punkten, die
man iiberpriifen muss. Eine Klasse besteht dabei jeweils aus den Punkten
besteht, die durch Spiegelung an der Diagonalen von links-oben nach rechts-
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unten ineinander iibergehen. In den drei Zeichnungen sind jeweils fiir einen
Vertreter einer Klasse (grauer Punkt) die Mittelsenkrechten eingezeichnet,
wobei Kombinationen mit schon vorher behandelten Klassen nicht noch ein-
mal iiberpriift werden miissen.

(c) Teilt man die 4 x 4 Punkte in viermal 2 x 2 Punkte auf, so miissen von den
neun ausgewihlten Punkten in mindestens einem 2 x 2-Block drei Punkte
ausgewahlt sein (Argumente dieser Art sind als Schubfachprinzip bekannt).
Diese bilden immer ein gleichseitiges Dreieck, wobei die doppelte Seitenldnge
genau der Gitterabstand ist.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). (a) Eine Auswahl mit sechs Punkten wur-
de bereits oben angegeben.

(b) Zuerst verallgemeinern wir die Beobachtung aus dem vorigen Aufgabenteil.

Von vier Punkten im Gitter, die die Eckpunkte eine Quadrates bilden, kénnen
maximal zwei Punkte ausgewéhlt werden, da jeweils drei Eckpunkte eines
Quadrats die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks bilden.

Angenommen man kann sieben Punkte aus den 16 Punkten des Gitters so
auswahlen, dass diese nicht die Ecken eines gleichseitigen Dreieck enthalten.
Im Folgenden werden wir diese Annahme zum Widerspruch fiihren.

Zuerst zerlegen wir die 16 Punkte des Gitters in die Eckpunkte von vier
Quadraten (siehe Punkte mit dem selben Grauton in der linken Abbildung).

Da wegen der Beobachtung die sieben Punkte nicht auf die Ecken von drei
Quadraten aufgeteilt werden kénnen (dann wiirde eines dieser drei Quadrate
namlich drei Punkte erhalten), muss jedes Quadrat mindestens einen der sie-
ben gewéhlten Punkte enthalten. Insbesondere muss einer der vier mittleren
Punkte (schwarz im linken Bild oben) gewihlt worden sein. Jeder dieser vier
mittleren Punkte ist der Mittelpunkt eines der 3 x 3 Eckpunkte eines qua-
dratischen Gitters, welches in dem Originalgitter enthalten ist. Wir zerlegen
16 Eckpunkte des Originalgitters in diese 9 Eckpunkte und den Rest (ein
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Winkelstiick bestehend aus sieben Punkten). Aufgrund der Symmetrieeigen-
schaften des Gitters konnen wir einfach annehmen, dass wir das rechte Bild
in der Abbildung oben erhalten.

Im Folgenden werden wir zeigen, dass aus den 9 quadratisch angeordneten
Eckpunkten noch maximal zwei weitere ausgewéhlt werden kénnen und dass
aus dem Winkelstiick nur drei Punkte ausgewéahlt werden kénnen, ohne dass
ein gleichseitiges Dreieck entsteht. Somit kénnen insgesamt nur sechs Punkte
ausgewahlt werden, was aber der oben gemachten Annahme widerspricht.

Wir beginnen mit den 9 Punkten. Falls neben dem Mittelpunkt noch einer der
auBeren vier Eckpunkte ausgewéhlt wurde, dann kann kein weiterer Punkt
aus den Schenkeln des Winkels mit diesem Eckpunkt ausgewéhlt werden
(siche graue Punkte im linken Bild unten). Die restlichen vier Punkte sind
wieder die Ecken eines Quadrats und da sie den ausgewéhlten Mittelpunkt
enthalten, kann darin héchstens noch ein weiterer Punkt ausgewéhlt werden,
was insgesamt hochstens 3 ausgewéhlte Punkte ergibt.

Wir konnen also annehmen, dass keiner der dufleren vier Eckpunkte aus-
gewéhlt wurde. Die restlichen vier Punkte (siche graue Punkte im rechten
Bild) bilden wieder ein Quadrat und deswegen kénnen von diesen hochstens
zwei ausgewahlt werden, was zusammen mit dem Mittelpunkt maximal drei
ausgewihlte Punkte ergibt.

Als néchstes betrachten wir die sieben Punkte des Winkelstiicks. Das Win-
kelstiick ist spiegelsymmetrich zu der Diagonalen, welche den bereis gewéhl-
ten zentralen Punkt enthilt. Deswegen kann von je zwei spiegelsymmetrisch
liegenden Punkten des Winkels hochstens ein Punkt ausgewéhlt sein (siehe
Punkte mit dem selben Grauton im néchsten Bild). Falls also der Eckpunkt
ganz rechts-unten (weisser Punkt auf dem Winkelstiick) nicht ausgewihlt
wurde, dann konnen von dem Winkel hochstens drei Punkte ausgewéhlt
worden sein (hochstens einer von jedem Grauton) und wir sind unter der
Annahme fertig, dass der weile Eckpunkt nicht ausgewéhlt wurde.
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o o0
Falls aber der Eckpunkt ausgewédhlt wurde, dann kann keiner der beiden
mittelgrauen Punkte mehr gewéhlt werden. Es kann also nur noch je ein
dunkelgrauer und ein hellgrauer Punkt ausgewéhlt werden. Somit kénnen
auch in diesem Fall hochstens drei Punkte des Winkelstiicks ausgewéahlt wer-

den, was die Argumentation in dem Fall abschlie3t, dass der weifle Eckpunkt
ausgewahlt wurde.

Losung 2. (a) Da die letzte Ziffer von ¢(n) nur jeweils von der letzten Ziffer
von a(n) und b(n) abhingt und diese jeweils konstant ist, ist auch die letzte
Ziffer von ¢(n) stets 6, die Zahl also nicht durch 10 teilbar.

(b) ¢(1) = a(1)-b(1)+1=1-154+1=16 = 42, ¢(2) = 11105+ 1 = 1156 = 342
und ¢(3) = 111 - 1005 + 1 = 111556 = 3342 sind alle Quadratzahlen.

(¢) ¢(n) besteht immer aus n Einsen, n — 1 Fiinfen und einer Sechs (in der
Reihenfolge). Dass a(n)-b(n) immer aus n Einsen und n Fiinfen besteht, kann
man direkt an der schriftlichen Multiplikation ablesen (wobei die Punkte
jeweils fiir n — 4 gleiche Ziffern stehen):

11 ...1 1 - 100 ... 035
1 1 ... 11

5 5 ... 5D

11 ... 1155 ... 55

(d) Die Zahl b(n) hat n+1 Stellen und die Ziffernfolge von b(n) — 6 besteht aus n
Neunen. Aus dieser Beobachtung erhalten wir die Identitét

b(n) =99...946 =9a(n) +6.

n Stellen

Somit gilt

Q
—
S
N~—
@‘
—~
S
~
I
@

(n) - (9a(n) +6)
= 3a(n) - (3 ()+2)
= ((3a(n) +1) = 1) - ((3a(n) + 1) + 1)
— (3a(n) + > £
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wobei fiir die letzte Identitét die dritte binomische Formel genutzt wurde.
Folglich ist
c(n) = a(n)-b(n) + 1= (3a(n) + 1)

eine Quadratzahl.

Alternativ kann man auch mit der 1. Binomischen Formel nach der ersten
Zeile der Rechnung sofort sehen, dass

c(n) = a(n) -b(n) +1 = 9a(n)* + 6a(n) + 1 = (3a(n) + 1)

Bemerkung: Alternativ kann man auch direkt ausrechnen: Es bestehe g(n)
aus n Dreien und einer Vier. Man berechnet g(n)? =

33 ... 3 3 4 - 3 3 ... 3 34
1 0 0 ... 0 0 2
1 0 0 0 2
10 0 0 0 2
1 0 0 0 0 2
1 3 3 3 3 6
1 1 11 5 5 ... 56

und stellt fest, dass dies gerade ¢(n) ist.

Losung 3. (a) Mit Nenner pq lautet der Bruch

p,a_pr+¢

qg p pq

Angenommen p?+¢? liee sich durch p teilen. Da p? durch p teilbar ist, miisste
dann auch ¢? durch p teilbar sein, was aber fiir verschiedene Primzahlen p
und ¢ unmoglich ist. (Mit der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung miisste
dann néamlich schon ¢ durch p teilbar sein, was auf Grund der Unzerlegbharkeit
von ¢ nicht méglich ist.) Dass sich p? + ¢® nicht durch ¢ teilen lisst, folgt
analog.

Ist ggT(rs,r* 4+ s?) > 1, so gibt es eine Primzahl z, die sowohl Teiler von
rs, als auch Teiler von r? + s? ist. Ohne Einschriinkung sei z Teiler von 7.
Da ggT(r,s) = 1 ist, ist 2 kein Teiler von s, also auch kein Teiler von s?. z
kann also auch kein Teiler von r2 + s? sein, da z Teiler von 72 ist. Da also fiir
teilerfremde r und s stets ggT(rs, r* +s?) = 1 gilt, ist % also auch immer
ausgekiirzt.
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(c)

e Ersetzt man in der obigen Argumentation + durch —, erhélt man auch,
dass p? — ¢? keinen gemeinsamen Teiler mit pq hat.

e p* —¢* = (p—q)(p+ q) kann als Produkt nur eine Primzahl sein, wenn

ein Faktor 1 ist, was nur fiir p — g zutreffen kann. Fiir Primzahlen p > ¢
ist p— ¢ = 1 nur fiir p = 3 und ¢ = 2 erfiillt, in allen anderen Féllen ist
p? — ¢* also sicher keine Primzahl. Fiir p = 3 und ¢ = 2 berechnet man,
dass p? — ¢*> = 5 eine Primzahl ist.

Bemerkung: Man kann sich dieselbe Frage auch fiir p? 4 ¢? stellen: Fiir
q > 2 sind p und ¢ beide ungerade, p® + ¢? also gerade und gréSer 2 und
somit keine Primzahl. Fiir ¢ = 2 sind zum Beispiel 22 4+ 32 = 13 und
22 + 52 = 29 Primzahlen, 22 + 112 = 125 und 22 + 192 = 365 aber nicht.

Losung 4. (a) Die Dreiecke AAM B, ABMC und ACM A sind gleichschenk-

lich, da jeweils zwei Seiten Radien des Kreises K sind. Mit ZACB = v ist
also

LCBM + ZMAC = ZMCB + LACM = ~.
Wegen /BAM = ZMBA ist im Dreieck AABC die Innenwinkelsumme
180° = 2y + 2/BAM, also gilt
ZBAM = 90° — ~.

Da der Winkel zwischen Radius und Tangente liegt, ist ZT'AM = 90°. Folg-
lich ist
/TAB = 7.

Analog ist wegen /M BA = 90° — v auch

LABT = .

Da g parallel zu AC verlauft, ist AFBD &hnlich zu AABC. Wie im vorhe-
rigen Teil gezeigt, ist /TAB = ZACB, da auflerdem ZAET = /BED, sind
auch AETA und AEBD &hnlich.

Auf Grund der gerade festgestellten Ahnlichkeit ist
|IDE|  |AE)|
|BE|  |TE|’

was zusammen mit ZTEB = ZDFEA bedeutet, dass ATBE und AAED
ebenfalls dhnlich sind. Mit nochmaliger Verwendung vom ersten Aufgabenteil
erhélt man also

/ADE = /ZEBT = ZABT = ~.
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(d) Da g und AC parallel verlaufen, ist
/DAC = /ADE = 7.

Das Dreieck AADC' hat also gleiche Winkel bei A und C und ist somit
gleichschenklig.
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Losungen 11, 12, 13

Losung 1. Bei allen Losungen gehen wir davon aus, dass die Randfarbung des
Rechtecks jeweils wie folgt vorgegeben ist:

der obere Rand soll also griin, der untere blau, der rechte schwarz und der linke
rot sein.

(a) Fiir ein 2 x 2-Rechteck gibt es dann genau eine Losung. Da die beiden Qua-
drate in der ersten Zeile bereits eine griine Seite vorgegeben haben und die
beiden Quadrate in der zweiten Zeile noch einen griinen Rand benétigen,
muss die gemeinsame Seite zwischen den beiden unteren Quadraten griin
sein. Genauso argumentiert man ausgehend von der blauen, schwarzen und
roten Seite und erhilt die folgende eindeutige Losung.

(b) Fiir das 3 x 3-Rechteck gibt es mehrere Moglichkeiten. In der einfachsten
Variante ,,iibernehmen® wir die Randfarbung indem die vertikalen Rénder
abwechselnd durchgéngig schwarz und rot gefdrbt werden und die horizon-
talen abwechselnd blau und griin einférben:

Bemerkung: Allerdings gibt es ist hier noch sechs weitere Losungen:

|| HE
|| ]
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(c) Nach der oben genannten Vereinbarung ist die folgende Randfiarbung vorge-

geben:

Alle drei Quadrate in der unteren Reihe benétigen noch einen griinen Rand.
Da aber die drei oberen Quadrate bereits einen griinen Rand haben, konnen
nur noch die vertikalen Seiten der unteren Quadrate griin gefarbt werden.
Wenn einer dieser Rénder griin ist, dann erhalten nur zwei der drei unteren
Quadrate einen griinen Rand und wenn beide griin gefirbt werden, dann hat
das mittlere Quadrat zwei griine Réander, was auch verboten ist. Es ist also
unmoglich die freien Rénder der unteren Quadrate so einzufiarben, dass jedes

Quadrat genau eine griine Seite bekommt.

(d) Wir zeigen zuerst, dass es immer eine Losung gibt, falls m + n gerade ist.
Hierbei unterscheiden wir zwei Falle. Entweder ist sowohl m als auch n un-

gerade oder beide Zahlen sind gerade.

Falls m und n ungerade sind, dann kénnen wir die erste Losung des 3 x 3-
Falles aus Aufgabenteil b verallgemeinern. D. h. wir farben abwechselnd die
vertikalen Rénder schwarz und rot und die horizontalen Rénder blau und
griin. Da sowohl m als auch n ungerade sind, geht diese Einfarbung genau auf,
und da jedes Quadrat zwei hintereinander liegende vertikale und horizontale

Seiten hat, erhélt es so alle vier Farben.

Den Fall, wenn m und n gerade sind, fiihren wir auf den ungeraden Fall
zuriick. Da m und n > 2, gibt es ungerade natiirliche Zahlen my, my und n,

ngmlt
ni+n,=n und my;+my=m.

Die genaue Wahl von my, ms, n; und ns ist hier irrelevant, z. B. konnten wir

mi; =n1 =1 und my =m — 1 und ny = n — 1 wiahlen.
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Als néchstes zerlegen wir das vorgegebene n x m-Rechteck in vier Rechtecke
Ry, Ry, R3 und R4 mit den Seitenldngen nq; X my, ny X msg, ny X my und

ng X me auf und farben die Rénder wie folgt ein.

mi mo
ny R1 R2
L) Rg R4
Jedes der vier entstandenen Rechtecke Ry, ..., R4 hat ungerade Seitenldngen

und jede Seite ist mit einer anderen Farbe markiert. Wir kénnen nun den

bereits gelosten Fall (m und n ungerade) fiir jedes dieser vier Rechtecke

anwenden und erhalten somit eine Losung fiir m und n gerade.

Zum Schluss zeigen wir noch, dass es keine Losung gibt, wenn m + n unge-
rade ist. In diesem Fall ist eine Seitenldnge gerade und die andere ungerade.
Wir argumentieren hier fiir den Fall, dass die Hohe n ungerade ist. Fiir den

anderen Fall vertauscht man einfach m und n im folgenden Beweis.

Wir benutzen ein einfaches Parititsargument: Insgesamt soll das Rechteck
mit M = m -n Quadraten ausgefiillt werden. Da m gerade ist, ist auch M
gerade. Durch die vorgegebene Féarbung des Randes haben bereits n Qua-
drate einen roten Rand. Die restlichen M — n Quadrate brauchen noch eine

rote Seite und da M gerade ist und n ungerade ist, ist M —n ebenfalls unge-

rade. D. h. eine ungerade Anzahl von Quadraten benttigen noch einen roten
Rand. Da sich aber immer zwei dieser M — n Quadrate einen roten Rand

teilen, kann es keine solche Zuordnung geben.

Lésung 2. Es sind die Nullstellen von (2? — 3z +3)? — 3(2? — 3z +3) + 3 — x zu

bestimmen.
Jede Nullstelle x definiert ein y, so dass

=3z +3=y und 3’ —3y+3=u.

Auch die Umkehrung gilt: Zu jedem Losungspaar (z,y) obiger beider Gleichungen
ist = eine Nullstelle von (2? — 3z + 3)* — 3(z* — 3z + 3) + 3 — . Im Folgenden
zeigen wir, dass x = y, dann sind lediglich die Losungen von 22 — 4x + 3 = 0 zu

bestimmen; diese sind x = 1 und x = 3. Um x = y zu zeigen, multiplizieren wir

die obigen beiden Gleichungen:

r(z? -3z +3) = y(y* — 3y +3)
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Um z = y einzusehen, geniigt es zu zeigen, dass g(x) := z(2? — 3z + 3) = 23 —
3z% + 3z streng monoton wachsend ist. Da ¢'(z) = 32% — 6z +3 = 3(x — 1)?, ist g
auf den offenen Intervallen (—oo, 1) und (1, 00) streng monoton wachsend und es
gilt fiir x € (—o0,1) und y € (1,00), dass x < g(1) < y, womit ¢ streng monoton
wachsend ist.

Alternativer Beweis (Skizze): Multipliziert man (2% — 3z + 3)? — 3(2? — 3z +
3) 43—z aus, so erhiilt man folgendes Polynom vierten Grades: f(z) = x* — 623+
1222 — 10z + 3. Also kann die Gleichung maximal vier Losungen haben. Durch
Raten erhilt man die Losungen x = 1 und x = 3. Man fiihrt eine Polynomdivision
mit x — 1 und z — 3 durch und erhilt f(z) = (z—1)(x — 3)(z% — 2z — 1). Mit Hilfe
der 2. Binomischen Formel folgt f(z) = (z — 1)3(z — 3). Also hat die Gleichung
f(z) = 0 nur die Losungen z = 1 und =z = 3. Bemerkung: f hat an der Stelle
3 eine einfache und an der Stelle 1 eine dreifache Nullstelle, die somit auch eine
Wendestelle (ein Sattelpunkt) ist.

Losung 3. (a) Vier 2 x 9-Rechtecke kann man wie in der folgenden Abbildung
gezeigt in ein 9 x 9-Quadrat legen, vier 3 x 5-Rechtecke in ein 8 x 8-Quadrat:

Begriindung, dass keine kleineren Quadrate moglich sind: Eine kleinere Qua-
drat-Seitenlénge als die grofiere Rechteck-Seitenlédnge ist nie moglich, weshalb
auch die erste Quadrat-Seitenléinge 9 optimal ist.

Wenn eine kleinere Quadrat-Seitenlédnge als die Summe der Rechteck-Sei-
tenldngen benutzt werden soll, darf keiner kiirzeren Rechteckseite ein weiteres
Rechteck anliegen. Die Rechtecke miissen also alle entlang ihrer lingeren Sei-
ten aneinander liegen. Da aber 4 -3 > 5 4 3, wiirde man mit der Anordnung
mit zweiten Fall ein grofleres Quadrat benétigen, die Quadrat-Seitenldnge
34 5 = 8 ist also optimal.

(b) In der Begriindung im vorherigen Teil lassen sich die Zahlen sofort durch
allgemeine Rechteck-Seitenldngen a > b ersetzen: Ist a +b > 4 - b, so ist das
Maximum von a und 4 - b die optimale Quadrat-Seitenlénge. Ist a+b < 4-b,
so fithrt die zweite Anordnung auf die optimale Quadrat-Seitenldnge a + b.
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(c) Betrachtet man die Facheninhalte in der zweiten Anordnung, so kann man
ablesen, dass grundsitzlich (a + b)*> > 4 - ab gilt. Durch Wurzelziehen und

Division durch 2 erhélt man wie gewiinscht

“;bz\/@

Losung 4. (a) Sigmars Liste ist wie folgt:

Name ‘ Eins ‘ Zwei ‘ Drei ‘ Vier ‘ Finf
Zimmernummer ‘ 4 ‘ 3 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 5

Das ergibt sich aus der folgenden Uberlegung: Da Herr Eins zuniichst in
Zimmer 4 umgezogen ist und nun in Zimmer 2 wohnt, steht an der Tiir
von Zimmer 4 die Aufforderung, in Zimmer 2 umzuziehen. Da Herr Vier in-
zwischen in Zimmer 3 wohnt, wird an Zimmer 2 dazu aufgefordert, in das
Zimmer 3 zu ziehen. Herr Zwei wohnt inzwischen in Zimmer 1, dorthin sollte
also Herr Drei ziehen. Damit sind die ersten vier Eintrage von Sigmars Géste-
liste ermittelt, daraus ergibt sich der fiinfte Eintrag: Herr Fiinf ist korrekt

bei Zimmer 5 eingetragen.

(b) In der vierten Nacht befinden sich zum erstem Mal alle Géste wieder in ihren

urspriinglichen Zimmern. Diese Aussage erhélt man entweder durch Auspro-
bieren oder durch die folgende Beobachtung: Die Géste aus den Zimmern 1
bis 4 tauschen ihre Zimmer ,,im Kreis“: Der Bewohner von Zimmer 1 zieht
in Zimmer 4, der Bewohner von Zimmer 4 zieht in Zimmer 2, der Bewohner
von Zimmer 2 zieht in Zimmer 3 und der Bewohner von Zimmer 3 zieht wie-
derum in Zimmer 1. Jeder dieser vier Géste wohnt also nach vier Umziigen
zum ersten mal wieder in seinem urspriinglichen Zimmer. Herr Fiinf bleibt
immer im selben Zimmer, daher wohnen in der vierten Nacht dann alle Géste

wieder im selben Zimmer wie direkt nach der Anreise.

(c) Die Liste konnte wie folgt aussehen:

Name ‘ Eins ‘ Zwei ‘ Drei ‘ Vier ‘ Finf
Zimmernummer ‘ 4 ‘ 5 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3

Stellt man sich die Zimmer 1, 2, 3, 4 und 5 in dieser Reihenfolge im Kreis
angeordnet vor, so dass nach Zimmer 5 wieder Zimmer 1 folgt, so zieht jeder
Gast nach jedem Abendessen dann immer drei Zimmer weiter. Nach dem
zweiten Umzug ist jeder Gast dann sechs Zimmer weiter gezogen. Da es nur
fiinf Zimmer gibt, landet er dabei im selben Zimmer, als wenn er nur ein

Zimmer weiter gezogen wiére.
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Bemerkung: Dies ist sogar die einzige Moglichkeit fiir die Liste: Aus der
Verteilung fiir den zweiten Tag ergibt sich, dass jeder Gast im Laufe der Zeit
in alle Zimmer umzieht. Denn das gilt sogar, wenn man nur jede zweite Nacht
betrachtet. Wenn ein Gast in ein Zimmer zieht, das er vorher bereits schon
einmal bewohnt hat, erreicht er auch danach keine neuen Zimmer mehr.
Daher wohnt jeder Gast erst nach dem fiinften Umzug in einem Zimmer, das
er bereits bewohnt hat. Dies muss sein urspriingliches Zimmer sein, da man
andernfalls zwei von zwei verschiedenen Zimmern aus in dasselbe Zimmer
umziehen miisste. Also wohnen in der fiinften Nacht alle Géste in ihren
urspriinglichen Zimmern und in der sechsten Nacht ist die Verteilung wieder
wie in der ersten Nacht. Da man die Verteilung fiir jede zweite Nacht aus
der Verteilung in der zweiten Nacht ermitteln kann, gibt es nur diese eine
Moglichkeit.

(d) In der 121sten Nacht stimmt die Gésteverteilung wieder mit Sigmars Liste
iiberein: Jeder Gast zieht spétestens beim fiinften Umzug in ein Zimmer,
dass er bereits bewohnt hat. Dieses Zimmer kann nur sein urspriingliches
Zimmer sein, weil man sonst aus zwei verschiedenen Zimmern in dasselbe
Zimmer gelangen wiirde. AnschlieBend wiederholen sich alle seine Umziige
wieder. Da 120 durch jede der Zahlen 1, 2, 3, 4 und 5 teilbar ist, schlaft jeder
Gast in der 121ten Nacht wieder im selben Zimmer wie in der ersten Nacht.

Zusatzteil (falls noch Zeit bleibt). e Jeder Bewohner muss spétestens in
der n-ten Nacht wieder in ein Zimmer ziehen, dass er bereits bewohnt hat.
Mit der gleichen Argumentation wie oben folgt, dass das erste Zimmer, dass
er zum zweiten Mal bezieht, sein urspriingliches Zimmer sein muss.

e Da es fiir jeden Gast ein m zwischen 1 und n gibt, so dass sich seine Umziige
immer nach m Néchten wiederholen, wohnen fiir & = kgV(1,...,n) in der
k-ten Nacht alle Bewohner wieder in ihren urspriinglichen Zimmern. Das ist
auch das kleinste k, das diese Eigenschaft fiir jede mogliche Liste von Sigmar
hat: Fiir jede Zahl [ zwischen 1 und n gibt es eine Liste, so dass genau
in jeder [-ten Nacht alle Géste in ihren urspriinglichen Zimmern wohnen.
Zum Beispiel konnte sein, dass der urspriingliche Bewohner aus Zimmer [
bei Zimmer 1 eingetragen ist, fiir ¢ zwischen 1 und [ — 1 die urspriinglichen
Bewohner von Zimmer ¢ bei Zimmer ¢ + 1 eingetragen sind und alle anderen
Eintrage der Liste korrekt sind, so dass die entsprechenden Bewohner nicht
umziehen miissen. Daher muss jedes solche £ durch alle Zahlen von 1 bis n
teilbar sein, das kleinste solche k ist kgV(1,...,n).



